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ПРОЧ" ЧР 


С. 0. ШАТУНОВСКИЙ. 


Автор настоящей книги, профессор Самуил Оси- 
пович Шатуновский, не дожил до выхода этой книги 
в свет; 27 марта 1929 года он скончалея поеле продол- 
жительной и тяжкой болезни. 

С. О. Шатуновский родилея в 1859 году и ереднее об- 
разование получил в реальном училище. Это преградило 


‚ ему доступ в университет. Два раза он поступал в выс- 


шее техническое учебное заведение, но его интересы были 
слишком далеки от прикладных наук, чтобы он мог при- 
нудить себя заниматься черчением и техническими дис- 
циплинами. Он окончательно расстался © техническим 
учебным заведением и поступил вольнослушателем на ма- 
тематическое отделение физико-математического факуль- 
тета С.-Петербургекого университета. Это было время рас- 
цвета Петербургской школы: здесь читали П. Н. Чебы- 
шев, А. Н. Норкин, Ю. В. Сохотекий. С. О. Шатунов- 
ский приобрел в этой школе исключительную точность 
мысли и твердую настойчивость в решении каждой за- 
дачи, которую он себе ставил, как бы она ни была трудна. 
Невозможноеть оформить свое положение в универ- 
ситете вынудила его вскоре уехать за границу, з Швей- 
царию. Этот период, однако, не дал ему тех результатов, 
на которые он раесчитывал. Крайняя бедность, доходив- 
шая до прямого голодания, настолько подорвала его здо- 
ровье, что он на вею жизнь остался чрезвычайно хилым 
и слабым. При таких условиях работать было невозможно, 
и С. О. Шатуновекий около 1887 г. возвратился в Ров- 
еию. Ему пришлось жить в провинции, в Екатеринослав- 
ской и Бессарабекой губерниях, и существовать здесь ча- 
стными уроками. Здесь, в деревне, вдали от библиотек 
и научных центров, он сделал свои первые работы. 
Сюда относится, между прочим, доказательетво известной 


Шатувовский. Методы решения тригонометричееких задам. 


и ПтАТУновский 
них 


теоремы, что между числами и и’ 2и--2 при п> 2 
всегда содержится по крайней мере одно простое чиело. 
Бертран привел это положение без доказательства, так как 
не был в состоянии доказать его. Такое доказатель- 
ство, независимо друг от друга, дали П. Н. Чебышев 
и С. О. Шатуновский. Эту работу С. О. Шатуновокий 
послал в Одеесу, где она обратила на себя внимание 
местных математиков. Он был приглашен в Одессу, где 
попал в лучшие материальные условия и получил возмож- 
ность дальнейшей научной работы. Вначале С. О. Шату- 
новский ограничивалея сравнительно элементарными во- 
просами, но вскоре перешел к задачам большой труд- 
ности. Професеора математики Одесского университета — 
С. П. Ярошенко, И. В. Слешинский, И. Ю. Тимченко, 
а также пишущий эти строки — обратились к министру на- 
родного просвещения © письмом, в котором охарактери- 
зовали выдающиеся дарования С. О. Шатуновского и про- 
сили предоставить ему возможность, несмотря на отеут- 
ствие аттестата зрелости, подвергнуться экзамену на зва- 
ние магистра математики. Разрешение было получено, 
и С. О. Шатуновский успешно выдержал экзамен и полу- 
чил звание приват-доцента Одесского университета. Это 
дало ему возможность более широкой научной работы. 
Подобно всей Одесской школе внимание С. О. Ша- 
туновекого было еосредоточено, главным образом, на во- 
просах, лежащих на рубеже логики и математики. Это 
было время, когда идеи об установлении етрогой аксио- 
матики, о независимости аксиом, о доказательетве этой 
независимости только складывались. С. О. Шатуновекий 
поставил» себе вопрос о тех понятиях и постулатах, ко- 
торые определяют понятие о величине, и подошел к 
этому вопросу строго аналитическим путем. Он показал, 
что этих постулатов восемь, и доказал отсутствие в них 
противоречия и их независимость способом, который не 
потерял своей оригинальности даже по настоящее время. 
Следующая работа этого типа относилась к вопросам об 
измерении площадей и объемов. Задача здесь заключа- 
лась в том, чтобы доказать, что число, которым мы вычи- 
таем площадь фигуры и объем тела, предетавляет собой 
аддитивный инвариант. Доказательство этого положения 
при всей его элементарности не отличается проетотой. 


тАТУНОвСКиИЙ ТИ 


Для площадей это доказательство было дано Гильбертом, 
который, однако, затруднился распространить его на объе- 
мы. Этот пробел был воесполнен С. О. Шатуновским, и его 
работа, напечатанная сначала в «Вестнике опытной фи- 
зики и элементарной математики», появилась затем по 
инициативе Гильберта на страницах «МабветаизсЬе Аппа- 
Леп». Но вопрос, более всего занимавший С. О. Шату-/ 
новского, был вопросе о законе иеключенного третьего. 
С. О. Шатуновекий был, повидимому, первым матема- 
тиком, высказавшим идею о том, что закон исключен- 
ного третьего нельзя рассматривать как необходимый за- 
кон логики. Во всяком случае он ечитал, что во многих 
случаях, когда мы основываем выводы на том, что неко- 
торые утверждения непременно должны быть справедли- 
выми или несправедливыми, это исходное положение 
нельзя считать обоснованным. Он считал, что тот ком- 
плекс предложений, в котором в сущности содержится 
определение математического термина, может не давать 
права ни на тот, ни на другой вывод. `Этот взгляд, как 
все воззрения, идущие глубоко вразрез с устано- 
вившимися и твердо укоренившимися взглядами, не 
только не встретил доверия, но и вызвал немало раз- 
пражения. С. О. Шатуновский однако считал, что все 
рассуждения, основанные на обычном доказательстве 
существования верхней границы множеетва, применяемые 
нами в теории иррациональных чисел, а вследствие этого 
и во всей алгебре, недостаточны, и что нужно искать 
иного пути для обоснования алгебры. Эту задачу он обду- 
мывал в течение ряда лет, и его магистерская диссертация: 
«Алгебра, как теория сравнений по функциональному 
модулю» содержит исчерпывающее решение вопроеа. 
Хорошо известно, что эти идеи'были поставлены позже 
известным голландским математиком Брауером и полу- 
чили в настоящее время широкое распроетранение, 

Дальнейшие исследования С. О. Шатуновекого также 
относятся к алгебре, главным образом к теории Галуа. 
Эта теория, построенная им на совершенно новых началах, 
оставлена в виде рукописи, которая, можно надеяться, 
вскоре выйдет в свет. 

С. О. Шатуновский был выдающимся педагогом; строгий 
и требовательный, он тем не менее пользовалея самыми 


м ШАТУНОВСКИЙ 


глубокими симпатиями своих учеников. Его девиз заклю- 
чался в том, что веякое преподавание лолжно быть 
поетавлено со всей необходимой научностью и что 
так называемый упрощенный метод в действительноети 
вновит только усложнение, понижает, а не повышает 
ясность. 

Настоящая книга предетавляет собой результат 
его преподавания тригонометрии на Одесеких высших 
женских курсах. Размышляя над этим элементарным пред- 
метом, имея в виду так называемые особые случаи ре- 
шения треугольников и многоугольников, С. О. Шату- 
новский, как всегда, старался разыскать общий метод 
для исчерпывающего решения проблемы. Сущность этого 
метода была им изложена в первом издании настоящей 
книги; это новое издание глубоко переработано и допол- 
нено. Не сомневаюсь, что она принесет большую пользу 
молодым людям, стремящимся углубить свое математиче- 
ское образование. 

Проф. В. Каган. 


\ 


ПРЕДИСЛОВИЕ. 


В нашем изложении методов решения задач прямо- 
линейной тригонометрии мы из дидактических воображе- 
ний переходим постепенно от случаев более частных 

к случаям более общим, от доказательств менее строгих 
к более строгим. Строгое и полное обоснование методов 
составляет содержание последней главы. 

При таком порядке изложения необходимо встретятся 
повторения, и мы думаем, что они не будут тягостны 
пля читателя, ибо их ценою мы надеемся, вместе с боль- 
шей доступностью, удовлетворить также потребноети 
в точноети определений и логической етрогости дока- 
зательств, без чего математика перестает быть наукой. 


С. Шлтуновоский. 
2 января 1929 г. 
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} Е. ЭЛЕМЕНТЬТ ТРЕУГОЛЬНИКА. 


Мы будем называть элементом треугольника всякий 
образ и всякую величину, определяемую треугольником. 
Так, элементами треугольника являются его углы, ето- 
роны, высоты, площадь, произведение биссектрие его 
углов и т. д. 

Линейным элементом треугольника мы будем называть 
всякий прямолинейный отрезок, определяемый треуголь- 
ником, как, например. радиус впиеанного или описанного 
круга и т. д, : 

Треугольник сам определяетея некоторыми системами 
вго элементов, — например, тремя его сторонами или двумя 
сторонами и углом между ними и т. д. 

Систему элементов, которыми определяетея треуголь- 
ник, мы будем называть системой определяющих элементов. 

Под решением турвуюльника разумеют вообще опреде- 
ление некоторых его элементов ‘по данной системе опре- 
деляющих элементов; другими еловами: реигить треуюоль- 
ник —это значит выразить некоторые указанные его эле- 
менты в функции данных элементов (составляющих 
обыкновенно систему определяющих элементов). Задача 
может оказаться неопределенной, когда данными элемен- 
тами треугольник не определяется. Ниже указаны. при- 
меры этого рода. 


$ 2. ОБОЗНАЧЕНИЯ. 


Во всем последующем мы будем пользоваться такими 
обозначениями элементов треугольника АВС: 
А, В, С — внутренние углы треугольника; 
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а, 6, се — соответетвенно противолежащие им стороны; 

", Ль, Ай, — воответетвующие им высоты; 

р, 6,; 6, — соответетвующие им бисеектрисы внутрен- 
них углов; 

„В, В, — соответствующие им биссектрисы внешних. 
углов: 

т, т, т, — соответетвующие им медианы; 

(, [,, | — расетояния центра опиванного круга от 
сторон а, 6, 6; 

7 „ [ь, Ё, — расетояниа ортоцентра !) от сторон а, 6, с; 

Г, Г’, [/.-—=расетояния ортоцентра от вершин 4, В, О; 

и, ®, в — етороны ортоцентричеекого треугольника 
А,В,С,; сторона а, = ВС, воединяет подошвы высот #, 
и в ланного треугольника АВС; 

р-— полупериметр треугольника АБС; 

Л — го площадь; - 

’, т, т» Х, — радиуеы вниеанного и вневпиеанных 
ов ПЕ 


9, 9», 9, — воответетвующие расстояния центра впи- 
санного круга от вершин 4, ВБ, С; 

С, @» С. — воответетвующие расетояния центров 
вневписанных кругов © радиусами у, Хх, г, от вершин. 
а БЕ 
$ 8. ЭЛЕМЕНТЬТ ТРЕУГОЛЬНИКА КАК ФУНКЦИИ ЕГО СТОРОН 

И УГЛОВ. 

Так как треугольник вполне определяется тремя его 
6торонами а, 06, с, то и веякий элемент треугольника 
может быть выражен в функции этих сторон. Прини- 


4? с 


1) Оутоцениром  преугольника называется точка вотречи его 
высот. Ортоцентрическим треугольником называется треугольник, 
вершинами которого слузкат подошвы высот данного треугольника, 

т. есть радиус круга, который касается стороны @ и про- 
должения сторон В и с. 


ЭЛЕМЕНТЫ ТРЕУГОЛЬНИКА КАК ФУНКЦИИ ЕГО СТОРОН и УГЛОВ 11 


мая, однако, во. внимание, что элементы треугольника. 
вообще выражаются в функции его сторон и углов проще, 
чем в функции одних только сторон, и имея в виду, что 
выражения для углов (или их тригонометричееких функ- 
ций) в функции сторон даютея в элементарных кур- 
сах, мы дадим здесь выражения элементов, упомянутых 
в предыдущем параграфе, в функции еторон и углов. 
Только эти выражения нам понадобятея впоследетвии. 


И, -=В в С = с вп В. (0 


ДоклазаАтЕЛЬСТВО. — Высота й, ееть катет прямо- 
угольного треугольника, в котором гипотенузой служит 6 
(мли с), а оетрый угол, противолежащий стороне 1, 
равен О или 180°— С (В или 180°— В). 


ДоклАзлАтЕелЬьСствОо. — Высота й, ееть катет прямо- 
угольного треугольника, в котором бивсектриса #, есть ги- 
потенуза. Угол, лежащий против етороны йЙ, в’ этом 


ео А 
тр-ке, равен либо В-5, либо СО-- ра Так как эти два 


угла дополняют друг друга до 180°, при чем 


А В— 0 А Вв—С 
в -- -5 = 90 -|- ео О — 90 — - ть 
то формулы (2) доказаны. 
т й, >. о 
и В — я где Вв> Е. (3) 
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Доказательство. — Угол между стороной си бис- 
еектрисой &' равен 


угол между продолжением стороны а и биесектрисой 6", 
равен 
2 А А-В А ВС 
В [мм 
( : р 2 2 2 
Доказываемая формула выводитея из рассмотрения пря- 
‚. 5—С 

моугольного треугольника с элементами й,, би а. 


Выражение для т, выводится из формул 


(2т, 2 — 262 -|- 262 — а? = 62 | 02-1 266 с08 А, _ (4) 
которые легко получить, рассматривая параллелограм 
со сторонами 6, с и диагоналями чи 2%, и применяя из- 
вестные теоремы о сумме квадратов диагоналей параллело- 
грама и о квадрате стороны треугольника. 


50 А = 008 А. (5) 


4 


ДоклзаАтЕлЬьствОо. — Проведя радиуе ЕВ описанного 
круга в вершину 2, будем иметь прямоугольный тр-к, 


4 
из которого находим: т са, где угол & между [див 
измеряетея половиной дуги, етягиваемой стороной а. По- 


этому при А < 90° угола = А ий, ов А. При А`> 90° 


ы (4 
угол а=- 180° — А ий = 5 (8 А; в этом случае мы 


7“ 


знак — припишем отрезку {,, так что вновь будем 


а г 
иметь: |, = 0 4, где 1, -— отрицательный отрезок. По- 


ЭЛЕМЕНТЫ ТРЕУГОЛЬНИКА КАК ФУНКЦИИ ЕГО СТОРОН И УГЛОВ ° 18 
ВИ 


следний случай характеризуется тем, что (, ий, лежат 
по разные етороны от а. 


й 


КИ 608 В с08 208 © (6) 
аа - 4 
при чем отрезок Г, считаетея отрицательным, когда один 
из двух углов Би С тупой, т. е. когда отрёзки №, и Г, 
лежат по разные етороны от &. 

Доклдзательство. — Проёкция 8 стороны 2 на сто- 
рону @ равна--6с08С (минуе для елучая О`> 90°. 
В прямоугольном тр-ке, имеющем катеты [,, и В, острый 
угол при Г, равен либо В (при В< 90°), либо 180° — В 
(при В`> 90°}; поэтому | 


[== Во В-== 56005 0 с В, 


где знак — относится к случаю, когда один из двух 
углов ВБ и О тупой. В этом елучае отнесем знак — 
к рассматриваемому отрезку, разумея под Д, отрицатель- 
ный отрезок; таким образом, будем иметь для обоих 
случаев: 


т 603 В 608 С. ‚608 Бсо3 С 
и я А т - 


х ‚ вшрВ зш А 
ибо 
й я (4 
тб  зшА’ 
У =006 А, (7) 
при чем отрезку Г’, приписывается знак — ‚ ‘когда 


А4>> 90°, т. е. когда отрезки 1/, и #, лежат по разные 
стороны от а. 

ДокдзаАтЕЛЬСТво. — Проекция В’ стороны 6 на сто- 
рону с равна 1-6 608.4 (знак—при А> 90°). В прямо- 
угольном тр-ке, имеющем катет }' и гипотенузу [/., угол. 
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лежащий против катета 3', равен либо В (при ВБ < 90°), 
либо 180° — В (при В`> 905); поэтому’ 


; р с0оз А 
й а = ав й 
Отнеся знак — к расематриваемому отрезку, имеем во 
всех ‘случаях: 
я — В °°84= вл 605 4 = 90 А. 
а, ==@ 008 А, (8) 
ДоклзаАтТЕЛЬСТВО. — Так как 
АС. =-=5 0034, АВ, = е008 4 
(знак — для случая А`> 90), то 
Ао: % 
вв 


Отеюда следует, что треугольники АБС и АВ,С, с общим 


углом А подобны, а потому 
(4 АС 


= 0088; 
{2 ТИ —- ) 


при условии считать сторону а; ортоцентрического тре- 
угольника отрицательной, когда она целиком находится 
вне данного треугольника АБО, что бывает при А `> 90°, 
из последнего равенетва получаем: 


а, =@9603 А. 


‚ _ @й, _ @68ш С 


я (10) 
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ДоклазаАТЕЛЬСТВО. — Радиусы, проведенные из цен- 
тра вписанного круга к трем вершинам треугольника, раз- 
лагают последний на три треугольника, площади ко- 


1 1 
торых соответственно равны > ОЕ: бе, 5 @", а потому 
И 
: а (анте) — тр. | 
А о 
7—2. (12) 


ДоклазаАтТЕЛЬСТВвО. — Обозначая через О, центр вне- 
вписанного круга, касающегося стороны & и продол- 
жений сторон б и с соответственно в точках М, и М,, 
найдем, что в прямоугольном тр-ке 4АО,М, против катета 


0 М, равного ’, лежит угол = катет же М, р, 


ибо АМ, —АМ, и а—=ВМ --СМ., так что ре 
==“ 6--‹ = ВМ, -|-- СМ, + АС-- АВ-= АМ, - АМ, = 
-2АШ,, откуда АМ, = р. 

Е (13) 

шА тб  вщС : 

ДоклАзаАТЕЛЬСТВО. — Через вершину В проведем 

длнаметр Ю описанного круга, встречающий окружность 

в точке №. Треугольник ВЕС, имеющий прямой угол (/ 

содержит еторону 4 и угол ВЁС, равный А (при А < 90°} 
или 180° — А (при А> 90°). 


в 73 : к 
ЕТ. (15) 
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ЕВЕ ИАА НЕЕ ЗЕЕ О ВАСИН 


Эти равенства легко выводятся из рассмотрения пря- | 


моугольных треугольников. ` 


Решение треугольника по определяющим его элемек- _ 


там приводится, во-первых, к составлению системы урав- 


нений, которыми определяются искомые элементы тре- 


угольника, во-вторых, —к разнообразным упрощениям 
этих уравнений обыкновенно путем тождественных пре- 
образований выражений, содержащих тригонометрические 
функции ут%ов, и, в-третьих, — к решению полученной 
таким образом упрощенной системы уравнений. Вопрос 
о составлении системы уравнений, соответствующей за- 
даче, исчерпывающим образом будет рассмотрен позже. 
Теперь же укажем те тождеетва, которыми особенно 
часто пользуются при преобразовании упомянутых урав- 
нений. К этим тождествам, кроме тех, которые обыкно- 
венно заучиваютея учащимися наизусть, мы отнесем еще 
и нижеследующие. 


$4. ВАЖНЕЙШИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ТОЖДЕСТВА. 


т (&-- В) -- з1 (а —8) =23ш а 6058, (16) 
зт (а -|- В) — 1 (а — В) == 2 созазш В, (17) 
е0з (а -|- В) -- 608 (@ — 3) ==2 084 603 8, (18) 
608 (а — В) — сов (а -- В) = 2 т аз В, (19) 


зт? а — 2 == (а -- В) т (а 8) 1), (20) 
605 @ — 60828 == зщ (а - В) т (В — а) 2), (21) 


“ 1? а — 5102 8 = (ЗШо -- 51 8) (та — $1 == 


- —— со Эт риа 05 —_ = 3 (+ В зп (а — ®). 


и 


= 251 


а-- в 
Ен 


2 
3) Получается из предылущего тождества при замене углов 
чи В соответственно углами 90° а ни 90° — 8. 
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ут а -- эт 3 ми — зщ (а Е В-Н1) == 
ал А, А 
ЕВ т + У я т), (22) 


та 
=== 


Ну: ат {у — ар 1 я 
О, 


Рыба 


Сюда же мы относим ряд равенетв, которыми связаны 
тригонометрические функции трех углов треугольника 
и вообще трех углов А, ВБ, О, для которых 


с АВС =—180°: 
ут Аз Вы О — 055 сов) (24) 
> ВИ 
ут 4 5 чи В — за О =451 — зп — с03— 3), ° (25) 
2 2 2 
ЕВЕ г ЕН ы . 


* $10 9 -|- 91 8 = 2 3 я 


: Е . Га 
у — $1 (а -- 8) = — 2608 [= 


поэтому 


та | т 3 мау — 9 (а В+) = 
2-8 


2} Полагаем в равенетве {22): 


а ба - 
ар у ю С 
= АЕ 5 ит.д 


$) Полагаем в равенетве {22): 
3 = 180° — 4, 8 — 180°— В 


2 Шатуновский, Методы род еруиряго мет ричи Да 
БИБЛИЭТЕКА ХАЕ БКОВСК 


718 , ГЛАВА ПЕРВАЯ я 
—ы—=ыы—=—ы===—ы=—ы—=—=—.=—=—=—=—=—»—»——-—5=5ы=ыы=—=—=—=—=—=8——=Д&—ДД==Ы==.— 


` и К В С 
(05 4 -|-- воз В -|- с0; О == э ЗИ э-9Ш Е (2 @ 


Ре ее 
605 А -|-- 608.6 — с08О==460$ 608 Ш —1 2), (27) 


р. 
9 А-- Ш В-- 6 О=вАШВЮОЗ, (28) 
4. В в_@ ра 


ы (зп. 4 с0з В с03 О’) -=зш Азш Ваш (5), (30) 


р т в равенстве (22): 


#=90° 4, 8909 — В, 1909 — (; а 8-1 = 905; 


| 


а -|- В ) 
== ит.д 
а 2 


*) Полагаем в равенстве (23): 


8 — 90° — 4, 8 — 90° — В, = 70° — 0; в ==010°: 
и И 
Е ет и 
2 7 2 р 


*) Полагаем в равенетве (23): 
=.4, В = В, = брата + В =180. 
*) Полагаем в равенетве (23): 


и В) О 


Че, 


и принимаем во внимание, что 


$) Это равенство, в котором левая часть есть син.на произведе- ` 
"ий сивуеа каждого из трех углов А, В, С на косинусы двух дру- 
гих, выводится из равенства (28) умножением обеих частей на 


с05 А с0$ В с0$ (°. 
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ЕЕ НО ВИ ВЫ 
НЕ © р О , 
У Ш 5 Ми — 605 г) 0 5605 5 603 т р (31) 


Узы? 24—43 Азш Ви О 3). (32) 


$5. НЕКОТОРЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ. 


Из систем уравнений, особенно часто встречающихея 
при решении треугольника, мы отметим те, которые со- 
| случаю, когда даетея сумма $ двух углов 
и В: 


АЕВ5 (33) 
и значение ж одного из следующих выражений: 
т 4 --зт В, 605 А Е е0з В; (34) 
Ш 4 608 В, чи Ачн В, с0з А 605 Ь: (35) 
о (36) 
о АВ, № Ас В. (37) 


В случаях (34) приводим данное. выражени» к виду, 
удобному для логарифмирования, и получаем соотват- 
ственно равенетва: 


з Е . 4 —- 1 
зи: 4-9 В == о. 


= 


ВЕ В мВ 
608 24 —- 605 В=2 605 о 


' Получаетен из равенства (29} умножением обенх частей на 
ъ, А ля В О 
698 5 с95 г 60$ 5 С 


*) Полагаем в равенстве (22); 
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ть В 
605 А 608 В = 9 И. У ей 


= 


откуда, имея в виду равенство (33), легко найти А — В. 
В случаях (35) мы приводим данные выражения, удоб- 
ные для логарифмирования, к виду, неудобному для логз- 
рифмирования, пользуясь формулами (16), (18) и (19), 
что опять дает возможность определить А — В. 
В случаях (56) имеем: 
О Эш (А-В) 


[о — о Е = 44 
АЕ В- сов А сз В с0з(А- В)--608(А-— В) Г 


откуда вновь нетрудно определить угол А — ВБ. 

В елучаях (37) мы для определения угла А — ВБ при- 
бегаем к производной пропорции, заменив предварительно 
{> и ео их выражениями через 5 и 05. Так, если дано 


равенство 


и А 

АЕ, 

чт В 
то имеем: 
т АЕБ _ т--1 АВ, АБВ т! 

‚т.е. 10 66 -——— = - . 
тв т т 2 2 78 —1 
Еели же дано 
{< АюВБ=м, 


то ИЗ равенства 
зш А зш В 
60$ А 60$ В 
выводим пропорцию: 
60; А с05 В-- зп АзшВ 1 --т о. 0 (А-В) тт 


03 А 60 В чп Аи В 1—т’ с (АЕВ) 1’ 
откуда определяется угол 4 — В. 

В приводимых ниже примерах решения треугольников 
мы будем ечитать задачу решенной, если она будет при- 
ведена к решению сиетемы двух уравнений указанного 
здесь типа. 
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$ 6. ОЛНОРОДНЫЕ ДАННЫЕ Й ИСКОМЫЕ ФУНКЦИИ '). 


Выражение и = А 2“ ?.. 5. в котором коэффициент А 
может содержать любые величины, кроме х, У,..., 6, 
есть целый одночлен измерения з==а--В--. и 
относительно величин г, у,...,0. Если мы заместим в нем 
т, у,...,0 еоответственно величинами Пх, Пу,...,0%, то 
он преобразуется в произведение 42“у.. 5’. 1; иначе 
говоря, от умножения всех аргументов х, у,....5 на про- 
извольную величину /) одночлен измерения $ помножается 
на 1%. От замены аргументов #, у,....7 величинами /)21, 
у,....Ое, раесматриваемый одночлен преобразуется в 
произведение 44.” у:°...0.”. 1%, т. е. умножается на П 
и аргументы 4, 9,.... замещаются аргументами (7, 
Уз э01- : 

Многочлен М-==2, -- М,--...-- М, в котором М, 
М,.....М, вуть целые одночлены одного и того же изме- 
рения $ отноеительно аргументов х; 9,...›г, называется 
целой однородной функцией (целым однородным много- 
членом) измерения $ отноеительно этих аргументов. Если 
в жаком миоючлене М заменить ариументы Хх; у,...,0 во0т- 
вететвенно на Пхж,, Оу,....Ое, то оно преобразуется 
в иромзведение М'*, де М' будет получаться из М замеще- 
нием артументов т, у,...2 соответственно арументами ху, 


о 


+) Материал этой главы систематически будет рассмотрен в по- 
следней главе. 
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Р 
Нусть М — будет отношение двух целых одно- 
% 
родных многочленов измерений $ и # относительно аргу- 


ментов т, у,..., г. Тогда при замещении 5, у... на. 

0. Бу.,....О%, числитель Ри знаменатель 0 преобра- 

зуются соответетвенно в /”"1/* и О'1', а дробь М преобра- 
; 


2! 
--[^-", в котором дробь 


© 


27 - 
получаетея из дроби п] заменою аргументов #, у... 


зуетея в произведение Л" — 


аргументами и, У,...,0; поэтому отношение двух целых 
однородных функций измерений $ и 1 называют дробной 
однородной функимей, или однородной дробъю измерения 
$—, равною разности между ‘измерением числителя и из. 
мерением знаменателя. 

Если $ —Ё, т. е. если числитель и знаменатель одно- 
родной дроби Л[ одного и того же измерения, то Л/ есть 
дробь нулесою измерения. 


тр 


ели М —_ весть дробь нулевого измерения, то 
она при замене аргументов х,у,....6 величинами О 
ы. 


т и 
Ру,,...,0ь, нереходит в дробь т, которая полу- 
& 


чается из первоначальной дроби ЛИ заменой аргументов 
‚ {/,..., Р. аргументами %., у:,...,6). 

Отеюда, полагая ® =%, -=9...., 6-0, Заклю- 
чаем, что, если в однородной дроби нулевого измерения 
относительно некоторых аргументов дать аргументам 
определенные произвольные значения 2, у,..., ©, а затем 
пропорциональные им значения Шт, Пу,..., 16, ще р 
есть произвольная величина, то дробь в обоих елучаях 
булет иметь одно и то же значение. Для нае важен сло-` 
дующий частный случай: 


ры 
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А 


Теорема первая. — Однородная дробъ нулевою измерения 
относительно сторон а, 60, с треуюльника АВС не изменяет 
своею значения при замене сторон синусами вт А, 5 В, 
ут С хротиволежещих узлов, 

Ибо (см. равенетво 13) 


& `В а 
вв оо 


т. е. стороны треугольника пропорциональны синусам 
противолежащих углов, а диаметр 1) описанного круга 
есть коэффициент пропорциональноети. Так как 


а—=Озт А, 6 = Рэш В, с —= Озщ С, 


то дробь не изменит своего значения от замены еторон 
и, 6, с равными им величинами Пзт А, Озт В, Оз О, 
а так как дробь нулевого измерения, то для получения. 
результата этой замены достаточно величины а, 6, с заме- 
нить на зш А, зш В, з О. 

Так, например, дробь 


а — Забезшт С -Е 0? 
3 260 В-- 24% 


равна дроби 


813 — Защ А зи Взш?С -|-- чз В 


которая получается из первой заменой величин а, 6, с 
на мА, зп В, зшО, ибо эта вторая дробь получаетея 
из первой заменой величин а, 60, © равными им величи- 
нами Озш А, ОзшВ, Озт О, при чем ПР еокращается, 
так как входит множителем как в числитель, так ив 


знаменатель с показателем, равным измерению этих мно- 


гочленов. 
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——_АА/У/У/У/УА/У/А/А/А/А„А/У/УЗУЗ 


Примеры. — По формулам (24) и (25) получаем: 


А 
5 р) 2 
ра б-е-а ВЕ О У А Я 
а м —5 т —. 
4 м И . | $1 И, — 
$ —- = 608 — $1 —- — 
ЗИ 59 5 608 5 5 5 
м 
811 5. 608 5 ЗИ 5 
[6 , 
} . НН —- 608 — 
С 2 
Е о 
60$ = 


$ т. ОБЩИЕ СООБРАЖЕНИЯ 0 РЕШЕНИИ ТРЕУГОЛЬНИКА. 


Вышеуказанная теорема дает возможноеть составить 
произвольное число уравнений, от которых зависит ре- 
шение треугольника, еели только задано достаточное 
чиело его элементов. Для этой цели, во-первых, из дан- 
ных линейных элементов или данных однородных функ- 
ций этих элементов еоетавляем произвольное чиело дро- 
бей 
Ч1> 5... 


* 


нулевою измерения относительно данных элементов, что 
всегда возможно сделать, если имеется достаточное число 
данных элементов; во-вторых, выражаем каждый из этих 
элементов в функции сторон и углов треугольника, поль- 
зуяеь формулами (1) — (15) и им подобными; в-третьих, 


«> 
С 
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заменяем в полученных функциях стороны треугольника 
синуеами противолежащих им углов, веледетвие чего 
дроби 4., 0.,..., не изменяя своей величины, преобра- 
зуютея соответственно в функции /., [,,... от одних 
только углов треугольника (от тригонометрических функ- 
ций этих углов). Таким образом мы получаем ряд равенетв 


—. на 


где 4, 4..... — известные величины. Расематривая эти 
равенетва как уравнения с неизвестными А, ВБ, О и 
выбрав достаточное число удобных для решения уравне- 
ний, определяем углы треугольника. 

Примеры. — 1. Даны: 2, #, А. Ищутся углы Ви С. 
Из данных линейных элементов Зр и #, воставляем дробь 
нулевого измерения ее относительно этих элементов. 


@ 


Пользуясь тождеством (25), находим: 


й фт О. ми Рая О 
а 608 = 
сов 60; 5 60 5 Зо 


а р и 8 — с08— ив ш- 
4т-— 605 — 81 — с03—  зш— а — 
2 2 2 2 Я 2 


откуда получаем уравнение 


я -. |. 
КАБИНЕТ 
“ > 

м 


\ [№ ДА, № Ре 
№. $. ых : 


В а 
ЗЕ 5 ЯП 5. == Эь 605 С | 


2 2 \ 


А 
т 


приеоединая к которому уравнение 


‚В 7 А 
о 
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имеем систему уравнений уже расемотренного типа (35) 
Г А в 

для определения углов о и 5. 

_ 9. Даны: 27, Л, А. Так как Л) — величина второго, 

измерения, то пишем [см. рав. (10}]: 

1 

— абзш С : у : : 

Де а 2 абзш С Эш А зш Взш С 

р? НЕ Но -- . 2 (4-46-16)? См А-а В-- 91 С — 


а и 6 , 
ВА Щи = 
2 Я д. В ( 
= = == {® — о 
А О Е че 
608 5 608 р с05 5. 
отеюда получаем уравнение 
о А 
фо — фо А ь] 
и А 


которое вместе с уравнением 


В" -А. 
а 


составляет систему уравнений типа (37). 
3. Даны: ‘а, В, с. Определить углы А, В, С. Две 


а (@ 
однородные дроби нулевого измерения. р и я относи- 
2210) 


тельно сторон треугольника дают: 


-@ зш 4 
О. 
с ВО 


Е: 


2 
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Эти два уравнения вместе с уравнением 
А-- В-- С =-180° 
составляют сиетему трех уравнений © тремя неизвестными 
А, В, С. Исключая С, имеем систему двух уравнений: 


а ША с т А и) 
РЕ =. 608 В-- 605 Д==— 608 В-- 608 А. | 
эВ: В В | Й т 
Для определения углов А и 2} имеем, таким образом, 
`’систему двух уравнений: 
й эт А 


== (==0008 Б -- 6603 А. 
5 зт В 


Последним ‘равенством выражается известная теорема: 
сторона треугольника есть сумма проекций на нее двух 
пругих сторон 1). Для определения угла А исключаем 3, 
для чего подставляем в тождество зт?В -| в05°В==1 

: рт А с —6с08 А 
значения Ш ВБ = — И 603 В=-———— , опреде- 
ляемые из двух предыдущих равенств. Это приводит 
к известному равенетву 


9—0? -- 6? — 966 03 А, 


из которого определяется угол А, 


а 6 р—а 
Если бы вместо дробей 7 и - мы взяли дроби —— 
() й ({ 
р Ь - 
и —_, то получили бы: 
у 
| ие“ ен 
$11 — 811 = И —— 811 
р—а 2 2 р — В 5 р 
Ека А з а, < у 
т —, 811 — 
2 2 


Е Это равенство получают аналитически весьма просто: так как 
(=180° —(А-Р В), то зт О == зщ А 60$ В +. зт В 08 А; умножив 
обе части пооледнего равенства на Г) (диаметр описанного круга), 
заменяем 31 (, Юзт А, Озт В соответственно на с, 4, 0. 
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ЕЯ НЕ ЗВЕНЕ абы. Ор даа ИН 


откуда неремножением получаем равенство 


7 


(р — 9) .0 


ив 


во 


для определения угла С. 

Решение последней задачи показывает, что удачный 
выбор дробей нулевого измерения играет значительную 
роль в вопрове о решении треугольника. Нам предстоит 
поэтому заняться решением двух вопровов. Какие одно- 
родные дроби нулевого измерения следует предпочитать 
при составлении уравнений, соответствующих условиям 
задачи? Когда уравнения составлены, то какие из неиз- 
вестных предпочтительнее исключать и в каких случаях 
предетавляетея удобным вводить новые вспомогательные 
неизвестные? На эти вопросы нельзя дать общего ответа. 
Ниже будут иселедованы классы частных случаев, для 
которых даны будут ответы. Вообще же следует руко- 
водетвоваться следующими правилами: 

Правило первое. Удобно вводить в рассмотрение выра- 
жения вида &-- 6, а-- Вс, «РВ —с, ибо такие выра- 
жения приводят, как мы видели на предыдущих примерах, 
к выражениям, удобным для логарифмирования и допу- 
екающим сокращения. 

Правило второе. Числители и знаменатели однород- 
ных дробей не должны быть очень высокого измерения, 
так как в противном елучае будут получатьея уравнения, 
вообще говоря, высоких степеней относительно тригоно- 
метрических функций углов. 

В тригонометрических задачах геометрического проие- 
хождения, т. е. в тригонометрических задачах, к кото- 
рым приходят при различных исследованиях чието гео- 
метрического характера (данные и результаты не зависят 
от выбора единицы длины), данные и искомые функции 
от- линейных элементов треугольника всегда бывают одно- 
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родными относительно этих элементов. К решению этих 
задач и может быть всегда применена теорема, устано- 
вленная в $6. Покуда не оговорено противное, мы бу- 
дем предполагать, что вое раесматриваемые данные и 
искомые функции от линейных элементов треугольника 
суть функции однородные относительно этих элементов. 
Теорема $ 6 будет поэтому постоянно применима. 


РАВ А ТРЕТЬЯ, 


$ 3. ТРИ ТРУННЫЕ ЗАДАЧ. ПЕРВАЯ ГРУППА. 


Каждая тригонометрическая задача, относящаяея к 
решению треугольника, принадлежит к одному из ниже- 
указанных трех типов или приводится к решению ряда 
задач. этих трех типов. Сообразно с этим все задачи, 
отноеящиеся к решению треугольника, могут быть под- 
разделены на три фуййы или три класеа. 

Первая груниа задач. Даны 0ва ума А и БВ тр- 
уюльника АВС, а также значение одной однородной фуни:- 
ции х ео линейные элементов. Ищется значение друой 
однородной функции 2, каких-либо линейных элементов 
этою треуюльника. 

Решение. — Можно считать известными все три 
угла А, Б, С, так как С ==180° —(А--В). Пустьа иа, 
будут измерения однородных функций хи, при чем 
будем предполагать, Что а=0 и а&--0. Легко найти 
пару отличных от нуля показателей 1 иг такого рода, 
чтобы две функции 2% и 9.’ были одного измерения. Доста- 
точно, например, взять #==4,, &==4, ибо в этом влучае 
обе функции 9 и 9.' будут одного и того же измере- 
ния 94. Еели, однако, а и а — рациональные чиела, 
которые, конечно, могут быть представлены в виде обык- 

ы И т. 
новенных дробей: а == т Е - се общим знаменате- 
лем и —=1, то, отыскав общего наибольшего делителя (/ 
числителей т и т, а также и частвые т:Ч==р и 
т :Ч==р.:, найдем, что можно взять &==р; ==), ибо 


О 
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о ——=—щ—=щм—=6м6щ—щщ—————=—=—=—=————— 


тогда функции 9 и 9.” будут одного и того же измерения 


а 20.4 
ар == ===. 
78 
Итак, выбрав указанным образом ноказатели 1 и $, 
8 
составим дробь — нулевого измерения относительно ли- 
о“ 
. 
нейных элементов треугольника и в ней заменим каждый 
линейный элемент его выражением в сторонах и углах 
треугольника, после чего получим равную ей дробь также 
нулевого измерения !) относительно сторон треугольника. 
Заменив в этой дроби стороны треугольника синусами 
противолежащих углов, мы, не изменяя величины дроби, 
вайдем выражение {, которое будет уже функцией одних 
только углов А, В, С. Следовательно, мы придем к ра- 
венству 


из которого найдем: 


5 
| 
— 
-в | 


Правая часть содержит только известные величины. 
Примеры. 1. Определить биссектриеу 6, треугольника 
по двум его углам А и Виего площади Л. Так как 6, — 


2 } 9] 

а Ь ео 
а ВЕС др ЕАН Е 
е о 9 605 —— 

о 
р Эбзш О 2зш ВБ зш С 
И Е Е. 
ев : а 
$ 605 5 31 4 605 5 


') Это почти очевидное утверждение будет доказачо строго 
при дальнейшем систематическом изложении общей теории, 
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откуда 


т ВВ О 


Ут —- 


2. Определить площадь треугольника, зная его углы 
и объем о прямоугольного параллелепипеда, имеющего 
своими измерениями три стороны треугольника. 


Так как площадь / — величина второго измерения, 
а объем г = бес — третьего измерения, то пишем: 
3 (490) (чт А т Взш 0) _ 
у? 8(920)7 — 8(зт Азт Вт О)? — 


р - \ 
= 3 9 Азт Раш О, 


откуда 


9 1 
И ее И Я 


Зл^мечдние ТГ. Нельзя задавать два угла треуголь- 
ника и значение однородной функции 9 измерения у== 0 
от его линейных элементов, ибо, как мы видели, веякая 
такая функция равна некоторой функции { от одних 
только углов, а величина этой функции уже определена 
данными углами. 

ЗАмечлАние П. Вели искомая функция 9, есть од- 
нородная функция нулевого измерения, то ее значение 
уже вполне определяется данными углами, так как 
9, ==/,, где /, есть функция от одних углов. В этом 
елучае нет надобности задавать и знать функцию $. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


& 9. ЗАДАЧИ ВТОРОЦ ГРУПНЫ. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ. 


В задачах второй зрупты требуется решить треупольних, 
хода, дан обин только уюл Аи две однородные функции 
, и К, линейных элементов треуюльника. Искомым задачи 
уожет быть значение любого элемента треугольника. Мы 
будем искать величины неизвестных углов Ви () ибо, 
найдя их, мы будем иметь уже задачу не второй, а пер- 
вой группы, и определение любого элемента, т. е. любой 
однородной (пока) функции линейных элементов, не 
представит затруднения. 

Мы будем предполалать, что обе функции № и №, одно 
% т0з0 юе измерения (неравного нулю), ибо в противном 
случае мы возведением в надлежащим образом выбранные 
степени могли бы заменить К и /, функциями одного 
и того же измерения, как это было показано в преды- 
дущем параграфе. 

Для определения неизвестных углов Би (мы имеем 
два уравнения 


В 01909 — А, Г, 


гдо { есть функция от одних только углов А, а 
которая получается указанным в предыдущем параграфе 
способом. Значения углов Ви С определяются, вледова- 
тельно, известною их суммой $=180° — А и данным 


|, а 
значением с однородной функции нулевого измерения 


е 
относительно линейных элементов треугольника. Если бы 
задача заключалась только в определении углов, то до- 


3 Щатуцовекий, Методы решения тригонометричесних з ада, 
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статочно было бы задать одну только однородную функцию 
нулевого измерения относительно линейных элементов 
треугольника. 

Решениями задачи будут все те и только те значения 
углов Би С, которые удовлетворяют веиетеме уравнений 


ВО -=180°— А, {= ы 1). 


и 

Последнее ие получено ое преобразования 
- но вместо нее можно взять другую однородную 
дробь нулевого измерения относительно линейных эле- 
ментов треугольника. Эта последняя должна быть соета- 
влена из данных однородных фунцкций 1 и {., т. е. она 
лолжна быть некоторой функцией %(%, А.) аргумен- 
тов 1,, /.. А так как #, и #, — однородные функции одного 
и того же неравного нулю измерения относительно ли- 
нейных элементов треугольника, то по отношению к этим 
элементам функция $ (№, №.) только тогда будет одно- 
родною функцией нулевого измерения, когда она будет 
однородною функциею нулевого измерения по отношению 
к аргументам А, ий, ?). Итак, будем ечитать, что ® (№, ^,) 
есть однородная функция нулевого измерения от аргу- 
ментов Л. и ^.. Как мы видели выше, она остается поэтому 
неизменяемой при замене аргументов № и №, своответ- 
ственно аргументами 0%, и 10%., где Г) — произвольная 
величина, так что 9 (1..5 ) = © (ОА,, %,). 


дроби 


1) Что искомые угла необходимо удовлетворяют составленной 
°сиетеме уравнений, — это ясно. Наоборот, если этой системе удо- 
влетворяют положительные углы А, В, (С, то треугольники © этими 
углами существуют. Из них, умножением треугольника на надле- 
жаще выбранное число (см. примечание на стр. 60), можно выделить 
такой, в котором данные элементы # и А» имеют данные значения. 

2) Это будет доказано ниже при систематическом изложении 
теории (глава девятая, теорема третья 8 22), 
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аист 


1 
Взяв, в чаетности, Я 1 будем иметь: 
и 


а 


ФС, №, ) = (=. 


следовательно, значение функции 9 вполне определяется, 
Го 

когда дано отношение -", т. е. $ (#., №,) ееть функция 
ь, 192 


этого отношения, и впредь мы вмеето 9(1,, &,) будем 


№: 
писать © | 1}. 
* > 


ГВ 
Исходя из рассмотрения однородной функции 9 


нулевого измерения, мы приходим к уравнению 
—_ 

, Се 1 

= (1), 

“о 


которое вместе с уравнением В-- С = 180° — А дает 
систему уравнений, эквивалентную системе 


7 
т, В-- С = 180° — 4, 
Ё го 
| ыы № 
тогда и только тогда, когла уравнение 9 (/)=05 ее 
У 
К х а 
в котором т. расематриваетея, как неизвестная, будет 


й 
иметь единственное решение о Например, если 


Ь 
а 


$ — алгебраическая функция, то это будет иметь меето 
тогда и только тогда, когда х есть функция пер- 


вой степени относительно аргумента Имея в виду 


№ 
1 
получить систему уравнений, эквивалентную задаче, и 
ограничиваяеь только алгебраическими\ функциями, мы 
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будем брать только рациональные линейные функции © 


7 
от аргумента -1, т. е. будем полагать 


А. 
р 
т т 
Е т и т, ®, 
== м Е 
А и, 
ии 
2 о 


где т, п, 7, п, не зависят от элементов треуголь- 
НИКа. 
Итак, ограничиваясь только рациональными функ- 
циями от [. и Х,, находим, что только рассмотрение 
ы т 
дробей типа и приводит нас к уравнениям, 
пи, 6, 
эквивалентным требованию задачи. Если поэтому нет 
необходимости зкертвовать требованием эквивалентности, 


й 
т. и, в случае надобности, 
% 


2 


то начинают с равенства {== 


переходят к равенству типа 
а ЖЕ т й, 


ри п-т” 


которое есть не что иное как ‘производная (в обобщен- 


7 
ном емысле) пропорция от пропорции Е 
Мо 


$ 10, РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
И 
ВЕСЫ 180 — д у=-—. 
Обычно эта система решается Йутем исключения од- 
ного из углов, — например, угла С, — подетановкой 
(0 —=180° —(4-- БВ). Для решения полученного таким 


образом ‚уравнения 


5 
^% 


РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 


где /, есть функция одного только неизвестного угла В, 


№ 
а о есть данная величина, приходится очень часто 


бо 
заменять уравнение /, =0, неэквивалентным ему урав- 
нением, чем, вообще говоря, вносятся посторонние ре- 
шения. В самом деле, для решения уравнения /[. =9. 
обыкновенно выражают все тригонометрические функции 
угла Б через одну из них"). При этом почти всегда 
получают уравнение, в. котором искомая тригонометриче- 
ская функция содержится под знаками радикалов. Для 
уничтожения этих радикалов часто бывает необходимо 
перейти от решаемого уравнения к уравнению, неэкви- 
валентному ему. Это бывает тогда, когда искомые данной. 
задачи связаны © искомыми некоторых других задач та- 
ким образом, что рациональное уравнение, корни кото- 
рого служат ответом на данную задачу, будет иметь и 
такие корни. которые служат ответом на другие задачи, 

Иногда, во избежание указанного затруднения, вво- 
дят новые вспомогательные неизвестные; например, когда 


Г, содержит‘ только зт Би с0$ В, то ищут 4 5 ‚ исклю- 


чая 3 В и с0$В при помощи рациональных подетановок 


В В 
й 8— 1— фо? > , 
р. (38) 
‚ В В г 
А - НЕ 8—5. 


Однакоже и в том случае, когда окончательное урав- 
нение, из которого определяетея тригонометрическая 
функция угла В (или угла С), эквивалентно требованиям 


1) Или через углы вида (ВБ т Я (гдей а рациональное 
число, а] — данная величина), как, например, 2 ВБ, ‚ Ва, где — 


известный угол. 
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задачи, степень этого уравнения (если оно алгебраиче- 
ское) может оказаться больше числа различные зеометри- 
иеских решений задами, т. е. чиела неравных между собою 
(или неподобных между еобою)1) треугольников, удовле- 
творяющих требованиям задачи. Это, как увидим, елу- 
чится, между прочим, в тех случаях, когда данные функ- 
ции й, и в, симметричны как относительно 6 и с, так 
и относительно углов В и С, или, в частности, не со- 
держа ни В ни С, симметричны относительно 6 и с, — 
например, когда 1—6 -- с, а #,—,--т, или В ==т,; 
1, =, т, -- т, и т. д. Теперь перейдем к рассмотре- 
нию отдельных частных случаев, к которым эти замеча- 
‘ния относятея. 
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УГЛОВ Ви С. 

Углы Ви С находяте я путем решения системы двух 
уравнений 
ВО =180°-— А, = 4, 
где, как мы видели, { ееть функция от тригонометри- 
ческих функций углов треугольника, а 

й 
т 
{1 Зе из у 


2 


есть данная величина. Положим, что путем исключения . 
(из уравнений 
(о 
В-- С -==180° —А, 1—4, 


мы получили окончательно уравнение 


69° 


*) Поскольку мы интересуемея только углами Ви С, два по- 
добных треугольника АВСи А, В, С|, в которых А =А,, В=В,, 
0 = С, должны рассматриваться как одно решение задачи. 
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служащее для отыекания некоторой диределенной триго- 
нометрической функции угла Б. Допустим, что [ есть 
‘имметричеекая функция углов ВБ и ( так что Г не 
изменяется от перестановки букв В.и О. Так как ВО 
также есть симметрическая функция углов В и С, то 
углы В и С играют совершенно одинаковую роль в обоих 
уравнениях, и для определения той же тригонометриче- 
ской функции угла СО мы точно тем же путем получим 


уравнение 
Ра (о) = 0; 

иначе говоря, уравнение вида 
Е (5) =0, 


полученное для разыскания тригонометрической функ- 
ции х угла ВБ, будет служить и для определения той же 
тригонометрической функции угла О. Таким образом, это 
уравнение будет иметь евоими корнями тригонометри- 
ческую функцию всех углов Б и веех углов (С, удовле- 
творяющих требованиям задачи. 

Итак, пусть Е (1) =0 будет алгебраическое уравнение, 
служащее для определения искомой тригонометрической 
функции 2. Допустим, что существуют и треугольников 
А, В, О, (т=1,2,..., п), удовлетворяющих требованиям 
задачи, при чем постоянно А, —= А(т—1,2,...,п), ибо 
угол А задан. Уравнение Ё (2) ==0, как следует ожидать, 
будет степени 2и (ибо ему удовлетворяет определенная 
тригонометрическая функция каждого из я углов Б, и 
каждого из и углов С), между тем как сущеетвуют 
только и ‘треугольников, удовлетворяющих требованиям 
задачи. Но легко видеть, что, если система уравнений 


В-—- О —180° — А, и. 


удовлетворяется системой Б=В,, С=0О,, то (в виду 
симметрии) эти уравнения будут удовлетворены и еисте- 


2%? 
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ООО инки 


мой В--О0,,О=В,. Этим двум системам решений будут 
соответствовать два подобных треугольника с углами А, 
ее т = п а - 
В, С, и А, С,, В; еледовательно, две системы решении 
дают один ответ на задачу: в иекомом треугольнике 
АВС угол В один раз назван В„, другой раз —С,. 

Для понижения степени окончательного уравнения, 


от которого зависит решение задачи, будем рассматри- 


В—С 
вать значения выражения —-—^, где В и С — искомые 
ей 
углы, а 9— произвольное постоянное число. При В= 5, 
угол С получает определенное значение а 


— (А-В), и выражение о имеет значение 


При В=—0. уд 0-8, ==180° (А О,), и ваше 
. : 


7, — В 
выражение имеет значение —^——", отличающееся от 
20 


предыдущего только знаком; поэтому для 2" пар значе- 
ний углов В и 0, удовлетворяющих раеематриваемой 


ЕЕ 


системе уравнений, дробь Я имеет и значений, 
() 


попарно отличающихея друг от друга только знаками, 
вследствие чего выражение 


ве-о 
29 


605 


2 


и 


20 


как независящее от знака аргумента — будет иметь 


всего только 7% значений. 


Если теперь в качестве вспомогательной неизвестной, 
1. - 
‚ где )— надлежаще вы- 


введем в раесмотрение 0$ — 
29 


м 
— 
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бранное число, то степень уравнения относительно этой 
О 
неизвестной вообще будет равна и, а не 2м. 
О выборе числа 0 можно заметить следующее: пусть 


в уравнении 

ие 
и. 

Г есть рациональная функция от тригонометрических 

функций углов 


ва (39) 


и, следовательно, соответственно от тех же. три гономс- 
трических функций углов 


ое 
С ДЕЛЕ 
21 в 


где все # — целые чиела. Е 

Легко видеть, что, если выбрать число И равным: Нац : 
меньшему кратному всех чисел #, то все эти тригономе- 
тричеекие функции выразятея рационально в синусах и 


В. р 
косинусах углов — и — ибо углы (39) будут кратными 


29 29 
угла Г. а углы (40) будут кратными угла с так что 
Г будет рациональная функция от синусов и косинуеов` 
гло . о 
в 
. 20 29 
в С 


Положив — 5 


2( 


равенетва В С 180° — А: 


А а 
ве (А (Ан). 


==; имеем из этого равенства и из 
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м 
с 


Внеся эти выражения для Би С в уравнение 


Е Лт 


получим поеле проетых преобразований уравнение вида 


9 (шт, с08%) = — 
где ф ееть рациональная функция от зиа и 05%. 

Покажем, что ша’ входит в состав 9 только в чет- 
ных степенях. 

Выражение © есть вообще дробная функция, в кото- 
рой чиелитель и знаменатель суть целые функции от зт 
и 052. Обозначим соответетвенно через Л, и №, сово- 
купности тех членов чиелителя и знаменателя, которые 
водержат пл в четных степенях, а через Л] и М — 
совокупности тех членов числителя и знаменателя, ко- 
торые содержат Ут. в нечетных степенях, так что 
получим: 


Ф (ых, 6082) == ЕЯ. (41) 

При замене х на (—2) многочлены 1/, и №, не изме- 
няются, а многочлены Л/, и № изменяют только знаки, но: 
не абсолютные величины, т. е переходят в — М и— М, 
Так как Ф(зшох, с08%)==/ есть функция вимметрическая 
относительно Ви С, а перемещению букв В и С соот- 
ветствует изменение знака величины 4, то $ (51, 6052) 
есть функция четная, т. е. не изменяющая евоей вели- 
заменяя в тож- 


дестве (41) х на (—4), найдем, что 


7 М. И 
Ф (512, 6082) = т т —= — ы == 
ро Е Ре 2 мн 


26 +08 м) ИИ. 


м, И НМ) 


$ О 
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т. е. те члены числителя и знаменателя дробной функ- 
ции © (ЗШа%, 057), которые водержат зшх в нечетных 
степенях, могут быть отброшены без изменения величины 
функции ©. „Таким образом, мы вправе предположить, 
что в уравнение 

и па 6050) — Г 

в о 
$112 входит только в четных етепенях. Заменяя зш?х на 
1 — ©0322, мы получим (без повышения степени уравне- 
ния) окончательное уравнение 


Ф (с0$ о 
в. 

степень которого будет равна числу решений задачи. 

ПримЕчАНИЕ. — Каждая из функций 
зш Б-- 31 О, с03 6 008 С, зш 28 зт 20, — 62 т 
и т. д. не изменяет своего значения от перемещения 
букв, Ви 0; поэтому каждая из этих функций имеет 
только и различных значений, если задача имеет я раз- 
личных решений. Отсюда следует, что мы получим урав- 
нение степени и, а не 2и, относительно вспомогатель- 
ной неизвестной, если за эту неизвестную выберем 
г—=зт В эм О или у==е0$ ВБ 003 О ит. д. 

Правило третье. — Еели дан один угол А треуголь- 
ника АВС и значения #, и №. двух однородных функ- 
ций его линейных элементов, и если при этом функция Га 


Ё 
углов треугольника, равная дроби... есть симметрическая 
о 


функция углов В и С, то вместо этих углов следует иекать 
а Р (2; 


значение одного из выражений о - м м 1 - И ее. 
20 20 20’ 


03 В-— с08 С ит. п., где 9 есть надлежаще выбранная 
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постоянная. Предпочтительнее искать сС05 90. где 
( 


/ есть наименьшее кратное всех тех чисел, на которые 
делится угол Б в выражении функции [. В частных 
случаях выгодно бывает брать д равным делителю этого 
наименьшего кратного. 


$ 12. ПРИМЕРЫ. 


ь 


В приводимых ниже примерах (1—4) задаваемые 
функции №, и й, от линейных элементов треугольника, 
не содержа углов В и '0, симметричны относительно 
сторон $ и с, веледетвие чего функция | оказывается 
симметричной относительно Ви (.. 

1. Даны А, р, /. Требуется найти В и (С. Задача 
решена в $7 (пример 2). Вепомогательная неизвестная 

В С 
есть 5 © о. 


2. Даны А, а, 6,. Требуется найти Ви О. 

Решение. — Данные величины /, =0, и А, =а, не 
содержа ни углов В, С, ни сторон 0, с, допускают ‘при- 
менение третьего правила. 


а й, = Буш С зш В ян С Г 
в В 0 — О 
4.603 —5— 9608 а. т А с08 5 
Полагая 
С. 
= 


и принимая во внимание, что 


В--@ = 180°— А 


) 


имеем: 


В = 90°— Е —} —90°— г +=). 


ПРИМЕРЫ 45 


Подставляя эти значения Зи 0, находим, что 


А 
р. ь 605 (5 — .) и (> -|- =) 


в Ут 4603 < 
у О у 
60° 5 - 603 ХЗ? 5 -9112 7 6082 д — $112 га: 
/ 
Я ут 4 603 т 91 4.0037 


Таким образом имеем квадратное уравнение для опре- 
6— С 
в 


7 


деления величины с0$ 42 — 08 


8. Даны А, 0, и Г,--[,. Определить углы Ви О. 
(См. рав. (6) на стр. 13.) 

РЕШЕНИЕ. —Обе данные функции 4.6, и = И, 
не содержа углов В и 0, симметричны относительно 
еторон 6 и с искомого треугольника. Третье ‘правило 
поэтому применимо. Замечая, что выражение Г, -- Г, 
равное 
605 4605 С,  ©0$ 4 608 В 


з ——* Ее 
зт В зт О 


обращаетея при замещении 6 и с на зт Бизт Ов 


А 
У Я 
с05 А (60$ В -- с0$ С) ==2 с08 А зт О 


71 


находим, что 


я : зт Взш О 
и и а: Во 
тя 2 60; Ат 5 6052 о 


08 (В — С) -|- со; А 


2 60$ АЗ Г. 08 (68— С)-- : 


Таким образом, имеем уравнение первой степени для 
определения с08 (В— О). 


46 ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


——=,==/:З:{| —А——А—АААА:Ч/СЧСС/’СЗС——.Щ 


4. Даны 4, й--\, и Г,--Г,. Ищутея углы ВиО. 
Решенин. — Имеем 


08 4 608 С, в 803 А соз В 
АЕ к. зш В Ре зш С ет 
ЕЙ, а (т О -- зщ В) г. 
_ 608.4 (608 0 С) В о 
_ 14 (т В--зш О) — о 2 Е м: 


Между тремя данными величинами, как оказывается, 
существует зависимость 


пт 
со . и о (1) 
_ 2 Е: № = й, 


следовательно, двумя из них третья определяется. Еели 
три величины Г,-- Г, 4,1, и А заданы так, что эта 
зависимость удовлетворена, то всякий треугольник удовле- 
‚творяет требованиям задачи. В противном елучае нет 
треугольника, удовлетворяющего требованиям задачи. 

Еели одна из трех величин определяется двумя осталь- 
ными, то эти величины не могут быть задаваемы уроизвольно. 

5. Даны А, т--т, и Г, Г,. Ищутоя углы Ви О. 

Решение. — Так как сумма т, --т,, будучи выра- 
жена в сторонах треугольника, содержит два радикала 
$ 3, рав. (4)], а из двух выражений 4,2 | 4т? и ть,т, 
первое не будет содержать радикалов, а. второе будет 
содержать только один радикал, мы вместо отношения. 
(т, т,):(Ё,--Г,) равемотрим учетверенный квадрат 
этого отношения 


4(т,-т,)? 4% --4т,? —. Вт, т, 
СР, -- Е.) в С, Е ый (1-Е т, 


_ 44-Е (6? в 27 “дааа? 6?) 26-е). +5302. (42) 
в РЕ ; 


о 
в 
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Легко видеть, что по замене /, и Г, их выражениями 

в сторонах и углах треугольника (ем. предыдущую задачу) 
и по замене в равенстве (42) сторон треугольника сину- 
сами противолежащих углов, правая часть этого равенства 
будет содержать зщ ДО, с08 В, зп С и с03С только в таких 
сочетаниях 1): 

т? В -- зи? О, зи В -- 51 О, 

т? Взш? О, (608 В -- с03 С)*. 


Вее эти функции углов В и С рационально выражаютея 
через 03 (8 — С) == с0зх. 
`В самом деле 


р 6057 ыы о = 


= [1 -- сов (В + О) 1-Е 08 ва @ == 
=—=(1— 60$ 4) (1 - с08 ый 


Подобным же образе айдем, что 


(т В —- чм С)? — ь —- 608 4) (1-Е е0827); 


: В 
(с0$ В -- е0з О)? = 4 082 


1 
т Б зш © = 5 т 5 608 а 


Умножив обе части последнего равенства на 2 и вычтя 
из предыдущего, получим 
31? В -- 51? О =1-| с03 А 6055. 
Так как 
51? В 511? С == г 605? #-- т с08 А возд -= ы 603? А 
4 мы 4 и 
то 
зи В--зшт* С = (511? В-- 1? 0)? — 21? В зщ? С = 
— (ож А— 5) 605? 2 —- 603 4 в08&-- (1 -— - 605? 4). 


}) Соответетвенно выражениям; 0? т 62, бт в\, 02 62, (Ть - 1. 
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иди Щ——————_ 


Пользуяеь этими равенствами, мы приведем равен- 
ство (42) к виду: 


4 (т, Е, )? 
(Ть-- Г.,) 


т 
аа 


и--ус08х У 26082 2-Е 060 
Гу 20а НОЯ 
| 608% и», 6082 


где шуш, , 0, би т известные функции от А. Озво- 
бодив уравнение от радикала, найдем квадратное уравне- 
ние для определения с08. Задаче будут соответствовать 
только те значения 0$’, которые обращают левую часть 
уравнения (43) в положительное число, ибо, по еамому 
своему происхождению, радикал, стоящий во второй 
части уравнения (43), имеет положительное значение. 
Для того, чтобы функция { была симметричной отно- 
сительно углов В и С, нет, конечно, необходимости в том, 
чтобы функции /: и ^, (в предположении, что они не 
содержат явно углов В и О) были еимметричны относи- 
тельно сторон 6 ис. Достаточно, нанример, чтобы 1 и/ь 
были знакопеременными функциями от / и с, Т.е. чтобы 
транспозиция букв 6 и с изменяла только знаки функ- 
ций и №, не изменяя их абсолютной величины. Доета- 
точно также, чтобы между == ($, с) и ДУ, 6) 
сущеетвовала зависимость в(0, ©) (©, 2) =)*(6, ©), где 7, 


: (6, с 
имеем: и (с, 0)*(6, ==>, откуда вытекает, что ни 
у (6, с 
№ (6; 0) и: ОС) 
Е те. 900 обь -'—---^_ будет еимметриче- 
у (6,0) .. (0,0 Уй р 


ской функцией от р и с. Приведем пример. 
5. Даны: А, 2 —№ ий, — 1, Ищутся углы Ви С. 
Решение. — Так как №, 0, — 6, и й,— А, — №, суть 
знакопеременные функции от сторон Ь и с, ибо при 
транепозиции сторон в и © эти функции переходят соот- 
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: й 
вететвенно в /,—6, и д, —й,. то отношение с будет 
т ба 


симметричеекой функцией от р ис и, следовательно, 
применимо третье правило. Имеем: 


6, —В во зш В - . 
— — ОСБ). 
ЛЬ = 1. я А— В 
608 — о 
а 
Полагаем 
ВО 
ла Е И 
4 ) 


Полагая для краткости 
4 з - 
с те о == 


находим после надлежацтих замещений величин 


й - А А— О 
зш ВБ, ча О, 609 ее 


что 
6, 08 (а-- 22) соз (В — 2) — 08 (а — 22) соз(В-- 1) 


в в. р 


,—й, 60382) в03 8 — 2) [с0з(а + 2%) — с0з(а — 2%) 


Но числитель этой дроби равен (после раскрытия 
скобок и замены 60$ 25 на 26055 —1) выражению 


—2 [251 (< — 3) с052 5 -- сова эт 8] зт 5; 
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НЕ ЕР АЕ ПЕЕИЕАЕьое ВВЗОИ 


знаменатель дроби равен выражению 
— 431 2 (60535 — 51128 608 2) ши. 


Следовательно, для определения 605.“ мы имеем куби- 
ческое уравнение: 
2 т (& — 8) 605? -|-- созазт 8 _ 6,6, 
251 а (6053.и — 5112 8 608) ИЛ, 


5 13. СЛУЧАИ, КОГДА 7 ЕСТЬ ЗНАКОНЕРЕМЕННАЯ ФУНЕЫЦИЯ 
Углов ви С. 


Га 


_ В этом елучае [? ееть симметричеекая функция углов 
БВ и С, и мы можем привеети вопрос к елучаю, рассмо- 


‚2 
тренному в предыдущем параграфе, исходя из дроби ре 
р 
Однако, получаемое таким образом уравнение неэкви- 
‚2 


1; 
валентно требованиям задачи, ибо уравнению а: {2 

бо 
будут удовлетворять и такие углы, которые удовлетво- 


рр и т 
„1 —/,а не уравнению -1 — [, как того 


А 


требует задача. Можно было бы, исходя из уравнения 


- —/, получить по исключении угла С’ = 130° — (А -- В) 
ча 


ряют уравнению 


ит 
1, 


г 


В , 
уравнение относительно {о 50’ где /— надлежаще вы- 
( 


бранная постоянная, пользуясь, как это раньше было 
указано, подстановками 


В В 

2 фо 5 1—2 — 

эт е = - а о 
в. == 608 та В 
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Но и в этом случае мы получим уравнение более высокой 
степени, чем число различных решений задачи, ибо 
эта подстановка значительно повышает степень уравне- 
Ё ри 
ния ‚= Г. Для решения задачи можно будет пользо- 
"о 
ваться только теми полученными из уравнения зна- 
2: | 
чениями {2 20’ которым соответетвуют значения ВБ, 
2( С 
содержащиеея между 0° и 180°. 
Часто можно пользоваться следующим приемом. Вве- 
дем в рассмотрение функцию 9, полагая 


А 

1 
Е еаеаы 
т 


Зе - 

24 
где // выбрано так, как это указано в предыдущем пара- 
графе. Функция © есть уже симметрическая функция 


углов В и (О. Предполагая, что [ есть рациональная 
> 


функция от тригонометрических функций углов о и 
9 

т 

—, найдем, как это было показано в $ 11, что % есть ра- 

9 


ь 


циональная функция от 60$ /, где 


Мы получаем. таким образом, равенетво: 
= 1:9 (605.0). (44) 
Что касается функции 9, то отбирая в ней члены, содер- 
жащие с0$х в четных етепенях, и вынося множитель 
05% из тех членов, которые содержат воз. в нечетных 
степенях, представим © в виде: 
а ы Г. (605? 2) -- 6085.7, (089? #) 


91 (603? 2) 6082-46, (603? 1) 


4* 
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Ё 
так что уравнение { == м примет вид: 
6) 


Г, (©0832 2) -- с08%-Г» (608? 4) 


$1 2 == -— 


Решение уравнения упрощается, когда из каждой 
пары функций [., Г, и %., ®, одна функция тождественно 
равна нулю. 

Рассмотрим такие случаи: 

ОИ (0322) = 9, (03? 2) =0 тождественно. Мы полу- 
чаем уравнение 


т Е ей 
2 — ша Е $122) ЯП Е ? 


из которого определяем т #. 
—2. Г. (608? 4) = 4, (с05? 2) ==0 тождественно: Мы опять 
будем иметь уравнение 
Г. (1 — 8122). | 


—< 14 ==-^ 
ф; (1 — 911? 27) 1 


для определения зтх. 
3. Еели Г, (60321) = 9. (6052) =0 тождеетвенно, то, 
принимая во внимание равенетво 


получим уравнение 


из которого (без повышения степени уравнения) опре- 
деляется 155, 
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Во ДЕ ЕЕ ЕЕ 
4. Если 1, (6054) = 4, (6083*1) ==0 тождественно, то, 


повысив вдвое степень уравнения возведением обеих 
: Е Ё 
частеи в квадрат и положив -1 


о 


0, мы получаем урав- 


нение 
те 22)? 
ооо р 9112 @ == 0, 
[ф; (608? 2]? 


степень которого, обратно, понижаем вдвое подета- 
1 СЯ 1 
новками с05° 4 =— 5. (1:-- 0822), 5? == г (1 — 003 2%). 


Полученное таким образом уравнение относительно 60$ 2х 
все же содержит посторонние для нашей тригонометри- 
ческой задачи решения. Для х нужно будет сохранить 
только те значения, которые обращают выражение 

6052.15 (6082) 

Уи 

9: (605° 3) 

в, а нев — 0. 

Можно было бы обойтись.и без возвышения в ква- 
прат, если бы оказалось, что [, и $. суть функции не 
только от 05° х, но. от 60325 (1 — 608? 2), т. е. если бы 
имели место равенетва: 


Ё, (608? 42) = [3 [608* 2 (1 — 608? 2)] == К; (: З11? 2) 


> и. 
$; (05°) =, [605 2(1 — 05? 2) = 9. Е 81? 22 


Мы имели бы уравнение 


Г (1 За? >| 


Л - = 24, . 
93 (+ за >= 


из которого определили бы т 2. 


Ш 2х. 
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‚В других елучаях приходится, большею чаетью. либо 
возвьииением обеих частей уравнения (44) в квадрат по- 
лучить рациональное относительно 052’ уравнение, имею- 
щее посторонние задаче решения, либо |прибегнуть 
к указанной уже подетановке: 


Правило четвертое. — ели в задачах второго класса / 
есть знакопеременная функция от Ви (, то. иеходя из 


ИСТ 


[Я 5 
> и полагая та" —=4, где )— надлежаще 
м 2 


выбранная постоянная, следует искать одну из функций 
эта, в, зш 27. В менее благоприятных случаях ищут 
(после возвышения уравнения в квадрат) либо с052х, 
либо созх или же преобразовывают уравнение, переходя 


равенства [== 


й т 
от зщх и 60897 к №. 
2 
ЗАМЕЧАНИЯ. — Функция [Г будет знакопеременной 


5 й 
функцией от Ви С, если дробь ть не содержа углов 
го 
В и С, есть знакопеременная функция относительно 
1 
еторон 6 и с. Еели дробь г отличается от знакопере- 
№2 
менной функции сторон # и с известной постоянной а, 
й. 
то следует исходить из выражения | —@, предетавляю- 
2 
щего собою знакопеременную функцию от 6 и с. 

Легко видеть, что {(/. —^»):(#. |1.) будет знакопе- 
ременной функцией от сторон 6 и с, если при транепо- 
М: Г, 
>. преобразуется в -^. 
» [1 


р 


зиции букв б и с дробь 


5х 


ПРИМЕРЫ 


В самом деле, 


(И — №5) (8, -- 4) = (1— 12): (1+ 2 


1 


следовательно, транепозиция букв б и с преобразует это 


выражение в 
№ | Ё й 
1 а И 1 — ") == ИЕ 2 
( — й В -,. 
й 


Дробь ь, преобразуется при транепозиции букв 
м 
фисв ро если при этом процессе №, и №, переходят 


1 
соответетвенно либо в №, и /., либо в и. В этих 
й 6 


#.— 1. 
случаях мы исходим из дроби -? и применяем пра- 
вило четвертое. 

$ 4. ПРИМЕРЫ. 


1. Даны: А. 6, —6, и П. Определить углы ВБ и О. 
Решение. — Здесь 6,—6, есть знакопеременная, 
а /— симметрическая функция сторон 6 и с. Функ- 


Е. г. 
ция -' т “ будет поэтому знакопеременной, и мы из нее 
р 

ня азшт О аи В 
Ь А— О 6 ЛЕВ 
605 5 

г о, СЕ 6. 2 2 
ЕЕ : ий 


. Я мВ. 
$ С 605 а А-а 5.605 — 


Эс! Е вс 24 ГЕ. ‚Те 
и: ао 
608-—=— 005 — 


7 7-3 
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Вв— С А 3 ы 
Полагая о аа = найдем, 
каки в пятом примере $8 12, что 
— 41 4 [2 зщ (а — В) с05? < +- с05азт В]. 
— - о —— 91% == 0. 
6057 2 — 5112 В 


Это есть тот случай, когда /, == 9; =0 или /,.—=19,==0 ($ 13). 
Заменяя 05°х на 1 — 11, имеем кубическое уравнение 


4 т А [2 311 (а — 8) 31? х — п (а — 8) — т асоз В] п х 
6032 В — 512 


для определения зшх. 
р Даны: А, т, и т, Ищутея углы Би О. 
Решение. — Так как медианы не выражаются ра- 
ционально в сторонах треугольника, то вместо т, и т, 
будем считать данными (2т,)° и (2т,)?. Эти функции 
переходят одна в другую при транепозипии сторон бис, 
а потому пишем: 
| (2т,) — (2т,)? _ 3 (6 — 62) 
В (2т,)*——(2т,)? 4-6 0 
ЕО 3 (31? С — 1? В) 
491? АЕ 9 В зШ?С 


Из равенетв 


: 1 ы з о 
т? В — (1 — 60528), зп" С = (1 — с03 20) 


легко найдем, что . 
$11? В -- зш? СО — 1-1 608 4 с08 (С — В), 
а потому, пользуяеь тождеством (20) и полагая для крат- 
коети 0— Вх, находим: | 
Зяп А т 
4 12 А --1-- е0$ 4 е03& 


ПРИМЕРЫ ЭГ 


Это соответетвует случаю, когда только /, =0. Так 
как, однако, пд и 603 входят в первых степенях, не 
перемножаясь, то решают: уравнение без повышения его 
степени, вводя вспомогательный угол следующим обра- 
зом. Напишем уравнение в виде 


З5т А 512 — 1603 А 608 д == 1 (481? А -- 1) 


и разделим обе его’ части на коэффициент 3 п А при 
шах, вследетвие чего коэффициент при 605 х (независимо 


от знака) етановитея равным 5 


: С ви 

$00 = 1004, 140 оз АБ | От : т 
3 \ 1 И Е | 

м ри 


получаем по умножении ‘обеих частей уравйения- наебон 


В 
а (— 9) . 
: `` З51 А 605% 
ИХ ВА 
3. Даны, =“ и =>. Ищутся углы Ви С. 
й 
с с 


РЕШЕНИЕ, — Так как здесь отношение №: 0, = 
— (1, ”): (й,*,) переходит при транспозиции букв 6 ис 
в №,:Ё, то исходим из знакопеременной функции 
(&, —^,): (®, Е №), т. е. пишем: 


и, : р, 5В В о 
и: ы ми, И 5 “т 
Е то = 
в, ЧН —. -Е\№”. > дна + 81* 5 


©03 — Я 2 
2 


Е 
1 — ча > 6082 


71 
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где 
в— С 
2 


Повторяя прием, примененный в предыдущей задаче, 


полагаем 190—0№ ->, что дает: 


ое 
зи (#--ф) == 


4. Даны: А, —"-- С --Д, и #, +В. Определить 
В и С. 

Решение. — Обозначив через 4 отношение данных 
функций ",—г.-- Л, Г, и №-РА, замечаем, что оно 
отличается от знакопеременной (в отношении р и с) 
функции (7, —”.):(й,--#,) на величину (1, -- Г,):(#,-- 1), 
которая (см. $ 12, задача 4) равна известной величине 


1 Я 
2—5) 


Поэтому пишем: 


: т. + 2 А ое . и 2 Бо 9. 

( т 10я Е —— =—= . — т 
и. АО ил. абто--зт В). 

о 3—0 

т 

в В - 
Ут 03 т 
откуда 


Вв— С А 
а = (290585. — о 4). Е 


/ 
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$ 15. ЗАДАЧИ ТРЕТЬЕЙ ГРУЦНЫ. ЧАСТНЫЕ МЕТОДЫ. 


Даны значения 11, №, № трех однородных функций 
одною и тою же измерения относительно линейных эл- 
менапов треуольника; ищется величина некоторой функции 
элементов треуюльника — таково содержание наиболее 
общей задачи третьей группы. Решение задачи этой грун- 
пы, характеризующейся тем, что не дан ни один из Ув 
треуюльника, представляет значительные технические трул- 
ности. Мы всегда будем искать величины углов МВ; ©, 
переводя таким образом задачу в низшую группу. 

Из наиболее употребительных методов упомянем 
вскользь о методах, носящих преимущеетвенно геометри- 
ческий характер. 

Т. Если известно %ометрическое решение задачи, т. е. 
если мы умеем иостроить треугольник по данным функ- 
циям №; №, А; его элементов, то, вычисляя элементы 
последовательно построяемых вепомогательных треуголь- 
ников, легко вычислить и углы искомого треугольника. 

П. Пользуясь установленными в геометрии соотно- 
шениями между сторонами треугольника и другими его 
элементами, выразим /, №, 1, в функции от одних только 
сторон треугольника, что приведет нас к системе трех 
уравнений 


где К, К, и К, суть функции от одних сторон тре 
угольника (, р, с. Определив из этих уравнений а, 640: 
приведем задачу к решению треугольника по трем сторонам. 


60 р ГЛАВА ПЯТАЯ 


Ш. Ноложим, что должны быть найдены углы тре- 
угольника АБС по трем данным элементам /,, №, Ву» 
которыми он определяется. Пуеть м, у, р будут другие 
три элемента, которыми треугольник АВС определяется. 
Обозначим через м, %, 0, эти же три элемента в дру- 
гом треугольнике А.Б,С, и допустим, что мы умеем 
определять углы любого треугольника АБО, когда 
заданы его элементы 1, у, 7. Пусть далее 9, %,, 9; будут, 
три известные функции от данных элементов 1, /,, /. , 
искомого треугольника АБО, и пусть А, 6,С, будет тре- 
угольник, в котором 1 ==9:, =}, =; По допу: 
щению, углы 4, В;, С, треугольника А,Б,С. могут 
быть вычислены, так как величина каждого. из элементов 
и) У, 0: Известна. Иногда удается выбрать функции 
9, 9. 9; Так, что по найденным углам А,, В,, С, тре- 
угольника АБС, легко определяются искомые углы 
А, В,,О треугольника АВС. Мы ограничимся двумя при- 
мерами, сделав предварительно следующие замечания. 

ЗАМЕЧАНИЕ Г. — Еели три величины а, 6, с. про- 
порциональны трем сторонам а, 6, с треугольника АВО, 
то существует также треугольник 4, Б.О, во сторонами 
а, 61, с,, подобный треугольнику АВО. Мы получим 
треугольник 4.5,0., умножив треугольник АВО на число 


| Ги 6 6 


ЗАМЕЧАНИЕ П. — Если три угла А, В, С евязаны 
с тремя углами А., В., С, воотношениями 


й ". (М 
д. а. В т: О ЗЕ 


62 


!) Умножить фигуру на число 4 — значит построить подобную 
ей фигуру таким образом, чтобы отношение подобия между второй 
и первой было равно (0. 
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$ 


или, что то же, соотношениями 
А=180° —24,, В=180° —2В,, 9 =180° —201, 


и если существует треугольник АВО с углами А, Б, С, 
то существует и треугольник 4.Б.С, е углами А., В, С.. 
Наоборот, из существования треугольника 4.6.С, выте- 
кает существование треугольника АБО. 

В самом деле, первые три равенетва показывают, что 
в случае существования треугольника АБО, каждый 
из углов 4,,Б:,С, не будет отрицательным и не превзой- 
дет 90°, а сумма их будет равна 


270 — (4-84 @) = 1809, 
ий что, следовательно, можно построить треугольник, ко- 
торого три угла соответственно равны 4.,Б.,С.. На- 
оборот, если существует треугольник 4.6Б.С., то из 
вторых трех равенетв вытекает, что каждый из углов 
А, Б, С лежит в интервале между 0° и 180°, а сумма 
этих углов равна 


3.1809 —2(4, + В, 10.) =3-180°—2.180° = 180°, 


и что, следовательно, существует треугольник АБО. 
ЗАМЕЧАНИЕ Ш.— Если три величины 4, в, 6. про- 
порциональны еинусам чт А, зт Б, зт С углов треуголь- 
ника АВС, то существует треугольник 4.В.С., со сторо- 
нами @., 6,, с, подобный треугольнику АБС. В самом деле, 
если @, 6, с суть стороны треугольника АВО, то имеем: 


а Й 6 
в В Ор 


по уеловию же 
ЕЕ й а 
п 4 зт В зи С’ 
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поэтому 


откуда в силу замечания Т следует, что сущеетвует тре- 
угольник 4,6,С\, со сторонами 4., 0, 6, подобный тре- 
угольнику 41Б0С. 

1. Даны три высоты А, =, №==й, ==, тре- 
угольника АБС. Определить его углы. 

Решение. — Допустим, что треугольник АБС, имею- 
щий три данные высоты, существует. Так как в нем 


ай -- В, = 2, 


в _@) 


= й 


то 


В с 
откуда (замечание Т) вытекает, что существует треуголь- 
ник А4.6,С, во сторонами 
1 1 1 
С =, В. тАЕА, у = - 
й 
а ь 
подобный треугольнику АБО. Так как стороны треуголь- 
ника А,В:(” известны, то, найдя его углы, будем знать 
также углы треугольника 4.60, если он существует. 
Но легко видеть, что из существования треугольника 
А,В;,С; ео сторонами 


1) Для построения этого треугольника строим треугольник со 
в ран 
В | ь 
И М, 10 


сторонами ‚ где [| есть отрезок, принятый за единицу 


длины. 
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ж—ж—=—щ—ы—=ы=—ы=—»м—»—»—»5—5—=ы—ы—ы=——ы=—=ы—=—ым=—=ы—ы=—=—=ю—=“=—»ы=—=»ю—ы=——=ы=—=—=—=—=—=—=—=—=—=—е=—=—=—=—=ы—ы=—=ыы=—<—_ 
вытекает существование треугольника 46С, имеющего 
три данные высоты /,, й,, й,. Действительно, построим 
треугольник А'Б'С", подобный треугольнику 4.6.0, под 
условием, чтобы выполнялось равенство 


Йа Е а $ 
Из подобия треугольников 4'Б'С' и Д.В, С, следует, что 
'. К све, . 
Е и) 
св. что 
у ' ' м 
Я, =—0 00. 
С другой стороны, в треугольнике А’Ь'С" 
ПФЛ 
Из этой системы равенетв, принимая во внимание, что 


Йа В Йа . 


находим, что 
бу = Йь И = Ле > 


т. е. что треугольник А’Р!О’' есть не что иное как 
искомый треугольник АБО. 
эдевь 


М —=@ ==, = = Е, Я ==6: ==. - в 
О /, 


2. Даны элементы /, = (",. #, =, №, = @, треуголь- 
ника АБО. Найти его углы. 

РЕШЕНИЕ. — Допуская существование искомого тре- 
угольника, из равенства (15) найдем, что 


в) 


ее В 
р 05 о р. 
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Полагая 


А— 1809-24. В-=180°—2В,, О=180° — 20, 


или, что то же, 
А. В С 
9 5’ а а: 


7-1 7-1 


(в) _ (8) (8 


ЗА, г В: (90, 


найдем, что 


откуда следует (замечание 1), что существует треуголь- 
ник 4.В,С. с углами 4., В, Су и (замечание ПГ) ео 


сторонами 
1 1 1 


@ ==, бб == ==. 
1 И Я 1 у. 
бт, 


Вычиелив углы 4,, В, С. треугольника 446, С: по 
трем сторонам а:, 6,, с., которые известны, так как ве- 
личины (С. С, С, даны, найдем по вышеуказанным 
формулам углы А, В, С иекомого треугольника в пред- 
положении, что он еуществует. 

Предположим, наоборот, что треугольник 1. В, С\, имею- 
щий вышеуказанные стороны 4, 6, с: и углы /., В, С, 
существует. Тогда (замечание 1) будет существовать тре- 
угольник А'В’С", углы которого определяются равенствамя 


4" —=180° —24,; В —180° —2В,; (' = 180° —20.. 


Таких треугольников будет неограниченное чиело, 
и мы можем среди них выбрать один и только один, 


в котором 
| ее 


65 


ЗАДАЧИ ТРЕТЬЕЙ ГРУППЫ. ЧАСТНЫЕ МЕТОДЫ 


имеют 


В выбранном таким образом треугольнике 
место соотношения 


а) _ (65) _ =) 

=) _ Ч) А @ 

и Е - 
2 2 


УГ 
С, 


откуда, принимая во внимание величины углов 4’, ВБ’, 


ба 
И 
зт А т В: эт О 


следовательно, три величины 


пропорциональны трем величинам 
1 1 1 

о. р РТ ЕС 
(о С, бт 

бы боб м ©. тре 


а так как С.= а, тои Сы 
угольник 4’В’С' есть не что иное как искомый треуголь- 


ник АВС. 


Шатуновский, Методы решения тригонометричоских задал, 


о 
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$ 16. ОБЩИЙ МЕТОД И ПЕРВЫЙ ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ. 


Оставляя в стороне эти и подобные им приемы реше- 
ния треугольников, обратимся к определению. углов 
прямо из уравнений, еоответствующих задаче. 

Нетрудно усмотреть, что для определения углов до- 
статочно знать величины 0 и 1, отношений двух из трех 
функций #., Ё,, К, к третьей. Уравнения, соответствую- 
‘щие задаче, будут: 


А В--О==180°; 7. = 4; Г,=4, 


где [, и[,, по вышедоказанной теореме, будут функциями 
одних углов треугольника. Мы ограничимся расемотре- 
нием тех случаев, когда прямое исключение из этих 
уравнений двух из трех неизвестных 4, В, С приво- 
дит окончательно к алмебраическому (в отношении иско- 
мой тригонометрической функции) уравнению, степень 
которого выше числа различных геометричееких решений 
даже и в том случае, когда уравнение не содержит корней, 
чуждых задаче. . 

Первый случай. — Функции [Г и Г, симметричны от- 
носительно двух и только двух из трех неизвестных узлов 
А, В, С, — например, относительно углов Ви С. Это будет 
иметь место, например, в том случае, когда функции 4, 
и 4,, не содержа явно углов В и С, симметричны отноеи- 
тельно сторон 6 и с, но несимметричны относительно аи 6 
или 4 и с. Рассуждения, подобные изложенным в $ 11, 
приводят к тому заключению, что степень окончательного 
уравнения, из которого определяется угол В или угол С 
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(в случае, когда это уравнение алгебраическое), будет 
вообще вдвое выше числа геометрически различных ре- 
шений, а потому за искомое задачи следует принять 


тригонометричеекую функцию угла ‚ где 9 надлежаще 


А 
29 
выбранное число. Для исключения углов Ви О бывает 
полезно ввести в рассмотрение вспомогательный угол 


С 
го ; 
Полагая 


получаем: 
В==90° —(4А— 95), С =90° — (А | 92), 


в виду чего уравнения {, =9., #, =4, принимают вид: 


вы >. м. 605%] = 
1 И 20’ —=0:, 


Г и а 605% | == 
м и 


(Эти уравнения не будут содержать зтх, как пока- 
зано было в $ 11.) Иеключив отсюда созх, получим 
окончательное уравнение 


м ее —0 
в 


для определения угла 4. Зная А, определяем с0зх, 
а затем находим Би 0. Я 

Правило пятое.— Если даны две функции 4, и 9, нуле- 
вого измерения относительно линейных элементов треуголь- 
ника, не содержащие явно углов В и С и симметричные 
относительно в и с, но несимметричные относительно ди 8 
5» 


} 


68 ГЛАВА ШЕСТАЯ. 


или @& ис, и, вообще, если в уравнениях Г =4: И [2 =92 
левые части суть функции, симметричные относительно 
В. и С, но несимметричные относительно Аи В или 
А и С, то представляется выгодным искать угол А, вводя 
И 


вспомогательную неизвестную 003 р 


где )д— над- 


лежаще выбранное число, 

ЗАМЕЧАНИЕ Г. — Если заданы три однородные функции 
№, в,, Ёз одного измерения, из коих каждая симметрична 
относительно сторон В и 6, но не содержит углов В и С, 
то можем взять 0; и 9; соответственно равными отно- 
шениям двух из трех функций №, Ко, №; К третьей. 

ЗАМЕЧАНИЕ П. — Если выражения о бо №. не со- 
держат углов В и С и транепозиция букв 6 и © оста- 
вляет неизменяемою одну из трех функций 11, й,, №,— 
например, функцию #,,—но переводит о: О 
то. можем составить из в, №. #. следующие функции 
нулевого измерения, симметричные относительно фи с: 


НА о — В _ А — 
ИЕ: : 


К: | А - № 
Е -ЬЖЬ-Ю 
в №, . 
(Е Е Иа т С № не №3) ит п. 
№: №» 


Беря 90, и 4, соответственно равными двум из этих 
функций, нужно позаботиться чтобы взятые две функ- 


ции небыли функциями одна другой, каковы, например, 
две функции: . 


3 


ВЕ 
ры. 


ПРИМЕРЫ 


и а 
? В т 1 
о №): 1 91 
Обыкновенно берут 
: ве, ие 
з 


р 
ба 
ибо веякая рациональная симметрическая функция от 1 
и Ё, есть рациональная функция от # |- № и № А, 


$ 17. ПРИМЕРЫ. 
61, -- с 
1. Даны: 91 = ЕЙ 


тя 
с ОА 
ВО 


и, Определить углы 
Решение. — Обе функции 4; и 4,, не содержа явно 
углов Ви О, симметричны относительно 6 и с, но не- 


) 
симметричны относительно аи 6, а также а и с. Имеем 


Бзш БЕ сч С 
Е 


У =—8112В-- 3130. ` 
ие Я. 
во (ав 
Ч я => И == 


аб зт О 


С 
В А-- зп В-- 1 С)? #5 608—608 — 


а. 
От Л В Взт © т А С’ 
2 2 
поэтому 7 
608 - 
1 
4 ти 
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Вводя вспомогательный угол 


имеем: 


поэтому 


Е . А [А 
эт? В -- зп? С = 008? |5. —а | 08? [5+2 — 
А 
==26082 = с032%--2 2 < ша = (5 - с0з 4 созёг) : 
Итак, имеем два уравнения: 


4. =2 (из. - сов 4 коз*»), 


откуда, исключая 60327, получаем: 


21+ и ть г) ‘сова | ви 4. 


“ 


1 — с0з А 


5 ‚ будем иметь ква- 


) 4 
заменяя здесь эт 9 на 


дратное уравнение для определения с08 А. 
2. Даны й,, Й, и 2". Ищутся углы А, В, 0. 


9 
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РЕШЕНИЕ. — Транспозиция букв 6 и с, оставляя 9х 
без изменения, переводит й, в й, и №, в№.. Поэтому 
пишем: Е 


ль л, _ аршВ--зт С) _ жа-Ре-- (т В- т Сы 
о а 


2 аб зт С 
о 
2 ——_ 
— 2 608 5 603 5 
’ 608 =. и 
2 2 
| а 81 А | р кН 
ль __ 21 Взт 0. _ 5 п 57 603 - т 
(27 ао = =. — 
608 —— —Ш 5 


— Сб 
достаточно вычесть пер- 


В 
Для исключения угла - 


вое равенетво из второго, что дает: 


поэтому. 
о И ] 
2 (2)? 
3. Даны медианы т ,, ,. т, треугольника АВО. Ищутся 
углы А, В, С. 
РЕШЕНИЕ. — Транепозиция букв 0 ис не изменяет т, 
и переводит т, в т, и т, в т,. Поэтому пишем: 


о те-т,? 492-62-62 


ОЕ т = 
___ АВА -- (зш2В -- 8120) 


— 2(2В--зш?0)— вш? А’ 
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откуда 
зп? В-- 3120 == И т? А. 
ЕЕ 
Так как в треугольнике 46С 
< ба 62 = 9? -|- 266603 А, 


то, замещая каждую сторону произведением Г) на синуе 
противолежащего угла, находим, что 


зт?В -- зт2С = за? А -- 2зт Ва С с03 4, 
откуда следует, что 


3128 -- т? — зп? А = 81124 
воз 4 21: —1 6084 


2 зт.Взшт О == 


Далее имеем: 

И И, 1 — (6 -| с?) — (266)? _ 

Е: ) —* [22-2 0*) — а? 

(зт?В-Р 120)? — (2 В зт С)? 
[2(зт?В-- зт?О) — т? А]? 


{5 


== 


Замещая здесь зш?В | зт2С и 2 зи Бзш О найденными 
для них выражениями, найдем по сокращении на зт“А, 


что . 
4—5 
9—9, 


Для существования искомого треугольника необхо- 
димо и достаточно, чтобы выполнялось неравенетво 


(@,—5 <, = 4) —99», 


ибо при этом условии знаменатель дроби, которою выра- 
жаетея соз?А, будучи больше положительного чиелителя 
(4\—5)", будет чиелом положительным, и 603°А будет 
положительной правильной дробью. 


6082 А == 


ПРИМЕРЫ а 
Решая последнее неравенство относительно (›, нахо- 
дим, что для возможности решения задачи необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось неравенство 
ЧР 
т. е. чтобы имело место неравенетво 
В В 
т? — 9, о ть а 
о” 9 2 К 
$ 
< ем 


которое может быть предетавлено в виде: мы 


[2 — (т, + т.) [т,? — (т, — т, < 0. 
Для того, чтобы левая часть этого неравенства была 
меньше нуля, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись два неравенства 


т, отт, ит, > т, —т,| 1), 
т. е. необходимо и достаточно, чтобы данные три ме- 
дианы могли быть сторонами некоторого треугольника. 
Задачу можно решить по указанному в п. П 8 15 
методу, определив из уравнений, связывающих стороны 
и медианы треугольника, три стороны а, 6, с тре- 
угольника: 


4 
И 9 (2ть __ т”), 
Е Эт, т? 2 
50 т, -- ий — ть), 


4. 
у в? — я (Эт? Е 2т,? —т,?). 


Вычиелив стороны, определили бы и углы, но вычие- 
ление было бы сложнее, чем по предыдущему методу. 

В дальнейшем нам придется пользоваться некоторыми 
тождествами, к выводу которых мы переходим. 


1) | 2| означает абсолютную величину числа 2. 
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$ 18. УСТАНОВЛЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ТОЖДЕСТВ. 


Пусть т(%) означает одну из трех тригонометриче- 
ских функций угла и: синус, косинус или тангене. 
Предполагая, что во веех последующих выражениях т 
означает одну и ту же тригонометрическую функцию, 
рассмотрим три произвольных угла а, 3, ] и введем обо- 
значения: 


Ха-а ву, 
У (а) = 9-Е, 
У ее] == (а) «(8 -- 8) Ср (р зад == 
(а) (В) Ср = 8. 


Требуетел найти зависимоеть (без поередетва а, В, у) 
между четырьмя величинами $, $, $,, $, т. е. нужно 
исключить а, В, ] из четырех предложенных равенетв. 

Задача очень легко решаетёя, когда т означает тан- 
генс, ибо из равенства а-|-В-|-]==5 следует, что 


51—83 
15 


— {8 


(см. $ 4, рав. 23). Если з— (2-1 1) 90°, где —# целое 
число, то 
Я. 


Во всех прочих случаях получаем равенство: 


81-33183 — 388. 
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Итак, еели 
Ха=з, Уюа=з, (ва =, 48 ]==8,, 


то вообще 
$1 - $2 66 8 — 53 =65 5; (45) 


в частности, когда 3=—2%.90° или (2% -- 1)90°, где # есть 
целое число, то соответственно: | 


81 ==883 82 ==1. (46) 


Пусть теперь т означает синус, т. е. пуеть имеем 
равенства: 


Хв=5, Узта=з, (Узшавш в) ==5,, зтазш В зи | = 53. 
Возведя в квадрат обе части каждого из равенств 
Узта==5:, (Узша в В) = $», 
получим соответственно два равенетва: 
У вш?а -- 2 (Хзтазт В) = $.?, 
У («та 128) -- 2 зщ а эт В зш ] Узш а ==5,°; 
поэтому 
Узш?а = 51° — 28, Х (та 31128) == 842 — 28153. 


Пользуясь этими равенствами, легко найдем выраже- 
ния для 


60824 с08?В с032/ и № (8112а с08?В с08?у). 
* Действительно, | 
е08?а ©0828 6082у == (1 — зш?а) (1 — 128) (1 — #1?) = 
=1— ааа —- Х(зш2а 3128) — (я а зт В з 1)* == 
—1— 8. 28, {5,2 — 2818; — 832 = | 


= (Е: -- 5, - 53) (1—8 28, — 83). 
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Далее, 
З1йЗа 60878 60827 == 12а (1 — 128) (1 — 91?) = 
—зт?а — (за зпа?В | эта в?) (шт аз Вашу). 


Если еложим это равенство е теми двумя, которые 
из него получаются, когда один раз перемещают в нем 
между еобой буквы а и В, другой раз — буквы @ и ], то 
придем к равенству: — 


Х (т?а с08?В с08?1) == 


— Учи?а — 2 У (зт?а $1128) -- 3 (зач В т 1)? 


Е 2 С и 2 
— 1? — 25, — 255? -|- 48; $; -|- 35°. 


Обратимся теперь к равенству & -|- --1==3. Из него, 
взяв синусы и косинусы обеих частей, находим: 


У (зша 088 6081) = 53 —- И 53 


9 


У (зтазт 8 с081) = с08 4 603 В 608 1] — 6055. 


Возводя в квадрат обе части первого из этих равенств 
получим: 
У (31? 0328 с032) -- 2 608 @ 603 8 608] У (зи! а т В с08 |) = 
= ($, -2 81$)", 


которое, по замещении в нем суммы У(зтазт р с087) 
выражением с0зас0$В с0$ 7 — 608$, приводится к виду: 


/ 


У (12а с0328 608?) -- 2 608?а 608?В е08?у — (53 -- 91 $)? = 


—2 с03@ 08 В с08 } 608$. 


Замещая здесь сумму У (31п?а с08?8 с03?) и произведение 
с03?а с0323 60827 их выше найденными выражениями в функ- 


УСТАНОВЛЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ТОЖДЕСТВ ИР 


ЦИИ 51, 55 И $. И возводя обе части полученного равен- 
ства в квадрат, получим искомое соотношение: 


(5:2 — 23, -[- 28; т — 2 -|-- 8128)? == 
=4 (1-9 $8.) @ — 5-8 — 83) 60895. 


й 


Итак, если 
Уа=5, Унша=з, У(зтазтВ)==5,, паз Ват у = 33, 
то . 

(512 — 25, + 23, зщ — 2-|- 31128) — 
—=4(1 я -- 8.) (1 — 5-8, — 585) 60878. 


Если в этих равенствах замеетим а, В, { соответственно 
на 90° —а, 90° —В, 90° —1) и обозначим сумму послед- 
них трех углов через 270° —5, так что вновь будем 
иметь а--В-Р|==5, то зша, зтВ, 9], ШЗ и 6088 
перейдут соответетвенно в 6089, 6038, ©03], — 6088 
и — 31$, и мы придем к следующему выводу: 


Если 


УХа==5, Усоза==5:, №(6084 6088) ==5., 6034 с08В с08 = 83, 
то 
(5:°— 25, — 25; 6083 —2 -- 60825)? = 

==4 (1-я, 5.) (1 — 8-8, — $3) 81125. 


В частноети, для углов А, Б, С треугольника полу- 
чаются следующие выводы: | 


ой О 

Если т т ОЕ аа: 5—8, 
зш- ти. -8 о ще и 

‚811.5 57 ШУ 8 “т Ш - 5 =, 
о 

1 = 31-31 —- == 


- 2 2 Я 


и 


——_—_—_—_`__—_._ 
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или если 


с08 А-| воз В-- с08 (==, 
с08 4 с03 В-[ с03 В с0з С -- с0з Ос08 4 =5., 


603 А с03 В с08 С = 5;, 


то 
81° — 28, + 25; — 1==0. (49) 
Если же | 
зш А-- зш Вт С ==5,, 
зт Азш В-- зт Взт С -- зш Озш А = з,, 
: зш Азш Взш С =. 
или если | 
А В [6 
сов >- - 608 5 = 008 = 
де В Вс @ | 
608 5_608= — с08 э 6085 -|- с08 та 6085 р 
03 а 608 е == 
и 
то 
81* — 48128, -- 8818; -[ 48:2 =0. (50) 


Первое и четвертое из этих предложений выводим 
соответственно из равенств (47) и (48), полагая в них 


ее ке 
| о ЖРО" $=а-8-1=90°; 


второе и третье предложения выводятся из тех же ра- 
венетв положением 
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ЕЕ ВИН СКН ОЕ 


$ 19. 0Б ОДНОЙ СИСТЕМЕ УРАВНЕНИЙ, ПРИВОДИМОЙ 
В ТРИСЕЕПИИ УГЛА. 
В тех случаях решения треугольника, которые пред- 
ставятся нам в дальнейшем изложении, нам постоянно 
придется иметь дело е системой трех уравнений 


Хт(а) = 1, [т (а) т(В)| ==», (а) (В) т()= (51 


с тремя неизвестными тригонометрическими функциями 
т(а), *(В), (С), рассмотренной в предыдущем параграфе, 
при чем $:, $», $, еуть данные вещественные чиела. Нае 
будет интересовать только тот случай, когда эта система 
уравнений имеет систему вещественных решений, а этот 
случай, как увидим, сводится к решению так называе- 
мого уравнения трисекции ума, т. е. уравнения третьей 
степени, которое служит для определения по косинусу 
(или синуеу) угла косинуса (или синуса) его третьей 
части. 

Иеключим прежде всего из рассмотрения банальный 
случай, когда уравнения удовлетворяются значениями 


(== =. 


Ветавляя эти значения в уравнения, видим, что этот 
случай возможен только тогда, когда 


81° — 93$. ==0 и 53—25, =0. 


Мы вообще исключим временно из рассмотрения 
случай 
== 95, =—=0 


по следующим соображениям. Уравнение 


#— (Фе (Ве — "(О ==0 
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с одною неизвестною х имеет евоими корнями т (4), (3), 
т(у). Раекрыв скобки [ ], можно это уравнение написать 
в виде: 
Е ВН" | 502 —54 == 0. 
` 


Если $:?— 35. ==0, то по исключении $, уравнение 


примет ВИД: 
8.\3 3.8 
Я. 1 
я — = —-9. —— — 
( 3 8 21 


. $12 
Если › $; = 9 то все три корня этого уравнения 
За 
равны `., т.е. мы имеем решение 


т 


@-==®-=т0=4, 


# 
ть 
9” 
имеет один, только вещественный корень * 


которое мы исключили. Если же $, == то уравнение 


рН Е 
ЗИ 97 


соответствующий единственному вещественному значению 
кубического радикала, так что две из трех величин 
т (а); (8), С) будут мнимыми, что для нас интереса 
не предетавляет. 

Имея в виду заменить данную систему уравнений (51) 
более простой, положим: 


(а) =. 2; 2(3)= = №; (0) = --, (52) 


где и, Ф, в новые неизвестные, а ) неопределенный пока 
вещественный множитель, который нужно считать отлич- 
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ным от нуля, так как случай т(а)=т(8) =т рт 


исключен. При нашем выборе числа }. вещественным значе- 
ниям неизвестных т(а), т(В), т(1) будет отвечать система 
вещественных значений неизвестных ц, $, . 

Сложив почленно равенства (52), получим: 


= Аи), 
поэтому 
ино ю=0, (53) 
Далее имеем: 


„= УФ = (чм) (а) 
Е (2+») (5 +») Е (з -- ›») (2+ г с 


р (ино) 2 (о -Р ею ши), 


и 
откуда, в виду равенства (53), еледует, что 


25 93. 
32 ‘ 


Подобным же образом из уравнения 
$ г 5 | ИЗ ь 
Ы | м) _ —- ® |3 -- ) Е 


3 ‚2 ‹ 
-- - (ино) Е)? с (ие -- ош -- ии) Е В ном = $3, 


51 


(54) 


ино Рою- фи —= 


откуда, принимая во внимание равенства (53) и (54), 
находим, что 


2813 — 95. 27: 
ЧиШ = ВАЗЕ. (55) 


6 Шатуновекий. Методы решения тригонометрических задач. 
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Таким образом, разыекание вещественных корней 
системы (51) приведено к разыеканию вещественных кор- 
ней системы уравнений (53), (54) и (55). Еели эта поелед- 
няя система имеет систему вещественных решений, то, 
_ принимая во внимание тождеетво 


(ие) — (юм м = и 9? | °, 
которое в данном случае приводится к виду 


5-2 — 35 Е 
о и 
находим, что \ 


812 — 38, > 0, 


(ибо случай н=0==и==0 исключен). Таким образом 
убеждаемся в том, что система уравнений (51) может 
иметь систему вещественных решений только тогда, 


когда 
, 2 : 
5 852 > 0. 


Считая это требование выполненным, можем положить 


а г У 
= Е 51" с, 355 - (55 615) 

тогда, полагая 
__ 2818 — 95152 2753 


ВУ, 


2 


приходим к системе уравнений: 


ион ю=0, ) 


шо ош Е ши == — — | (56) 


Ио = 4. 


Я 
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Легко показать, что в том случае, когда эта система 
уравнений имеет систему вещественных решений, абео- 
лютная величина каждой из трех неизвестных будет не 
больше единицы. В виду симметрии доетаточно бу- 
дет показать это для одной из неизвестных, —например, 
для и. Из равенств 


о =— 4, 90 —= ы ив) =— а -- #2, 
4 й 4 
вытекает, что 
(© — 1)? —= (2-0)? — 40 == 2 —4 (“ г = (1—4?); 


а так как при вещественных значениях 9 и и 


(©— и) 0, 


тои 1—и? > 0, т. е. |и| = 1. 
Отеюца следует, что наша система уравнений может 


иметь систему вещественных решений только в том слу- 
чае, когда - 


[9 |= 1, 


ибо (= и |4 |=|и 


10|. | 4]. 


Мы приходим, таким образом, к следующему выводу. 

Для того, чтобы система уравнений (51) имела систему 
вещеетвенных решений, необходимо, чтобы выполнялись 
соотношения: 


Покажем теперь, что эти условия не только необхо- 
димы, но и достаточны, 


6* 
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——ы—ы—ы—ы—ы— 


——=—:=:ЗЗМ, —,:,—— 


Умножая на 4н обе части полученного выше равенства 


90 == —- 


н-| 2 


и заменяя чем на 49, получаем уравнение 
4и3 — Зи —а4=0, 


которому должно удовлетворять вещественное значение 
неизвестной и, а в силу симметрии — и значения неиз- 
вестных © и. Мы можем сказать, что вещественные 
значения неизвестных и, ©, № образуют полную систему 
трех корней уравнения 


423 —3%—0==0, (57) 


которое, в силу соображений, которые мы сейчас приведем, 
носит название уравнения трисекции (деления на три 
равные части) угла и имеет три вещественных корня, 
когда |9|=<1. 

В самом деле, когда’4 есть вещественное число 
такого рода, что |4|=<1, то можно ‘определить угол о, 
который удовлетворял бы уравнению: 


6080 =4: 
Поблё этого общий вид углов г, для которых 
603 ==4==608%, 
предетавится формулой 
== и.360°, 


где и — произвольное целое чиело. С другой стороны, 
исходя из. тождества 


603 3$ = 4 60583 — 8 6058 


ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ УРАВНЕНИЙ, ПРИВОДИМОЙ к ТРИСЕкцИиИ УГЛА 65 


= 


и замещая < на рт приходим к тождеству: 


[02 


4 0083-> — 3008 = — 0088 =; (58) 


В 
из этого тождества видно, что для разыскания с0$ — по дан- 


3 
ному 603===0 достаточно вешить уравнение 
443 — 31—49 ==0, 


которое рот. и называетвя уравнением трисекции 
угла. 

Полагая в тождестве (58) === о и.360°, получаем 
тождество: 


4 6053 (= в 120) — 3 603 (= ы 1202) — воз Ф==0, 


^ 


из которого видно, что корнями уравнения 
13—32 —01==0, 
где (==603%, служат вее выражения вида 


К 
у 


с] 


\ 
2 — 03 Аа й 


Так как 


соз (Ее) — 603 (+ *-12*), 
то все значения х, определяемые равенством 
д == 603 (= 4. я. 12°) 
найдутся также из формулы | 


2 —605 | == п. в}, а Я Гыр 


3 
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когда будем приписывать * произвольные целые (поло- 
жительные и отрицательные) значения. С другой есто- 
роны, выражение 


03 (Е я. 15) 


может иметь всего три различных значения: 


50 а Ги о\ 
сов [4 120 р 08-3, сз | |. 


\ 


ибо при всяком целом я аргумент 2 + п-120° (смотря 


по тому, будет ли и вида 3т —1, Зт или 3т -- 1) будет 
отличаться соответетвенно от аргументов 
о 


ф о 4“ ТЫ о 
— 1205, фи --120 


на кратное 3605. Следовательно, при |9| < 1 уравнение 


(57) (имеющее всего три корня) удовлетворяется тремя 
числами 

$ о Ф Ф о 
с05 (3 —120 }, 608 =-› 608 рае И (59) 


которые, в случае отсутетвия равных между ними, 
составляют полную систему корней этого уравнения. Но 
и в том случае, когда ереди чисел (59) имеются равные 
между собою, они образуют полную систему корней ура- 
внения 

423 —32—9==0. 


В самом деле, так как любые два из трех аргументов 


Ф 
Ее 


т — 1205, +, 9 1 1205 (60) 


3 

не могут отличаться. друг от друга на число градусов, 
кратное 360°, то среди ‘чисел (59) могут и будут 
ветречаться равные только в том случае, когда сумма 
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еее зима отека титр тмина тм и жел ето еже 


двух аргументов (60) будет кратной 360°, т. е. когда © 
будет определяться одним из ‘равенств: 


120 —я.360°, м —п.360°, — 1 120°—и.3609, 


где я — целое число. Определяя ©, находим, что во всех 
этих случаях ф есть кратное 180°, а потому 4==с08 $ = 
—= 60$ (22-1805), где * — целое чиело, имеет только два зна- 
чения (—=1 и== — 1, которые можно получить, пола- 
гая т=—0, 9=0 и ж=1, 9 == 180°. При 4 =1 получаем: 

1\ 2 
23 —31—1=4(7-—10 (+= $ 
А 


и уравнение (57) приводится к виду 


и 
4(%—1) +5) 0 


имея корни 


р 
1 ==.00 — — = 60 (0 — 1205), 000 -= 1205). 
При 4 =—1 имеем: 


ета [2—5 


так что уравнение (57) принимает вид: 


2 
4(%- 5(& — == 
2 
имея корни И 


180° 180 
оо — 120). 09 5 ‚ —1==608 (ва). 


ры 


Таким образом, уравнение (57) имеет веегда три ве- 
щественных корня (60), когда 4 есть вещественное 
число и |4|=<1. 
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Резюмируя полученные результаты, приходим к еле- 
дующему выводу. 
Для тою, чтобы система уравнений 


У +@ =, УЕ@ т] =» ттт 


де $., 8, 5$; есть система данных вещественных чисел, 
имела вещесливениую систему решений, необходимо и доста- 
точно, чтобы дробь 

83 — Ч 
2813 — 9315. - 278; 


Ия ЗУ {51 — 33,3 


была вещественною ц чтобы ве абсолютная величина не 
была больше единицы. Если это условие выполнено, то, 
найдя уюл © из уравнения 


зи Й ‹ ь ` 
283—985 Е Е (60 65) 


608 3® == 
ИС" — 83, 
мы будем иметь систему решений (см. рав. 52 и 55 645): 
(@)= $2 И 31?— 833, 605 (х — 1205) 1 ] 
тб) - ; | 
(= УЕ 355 605$ ; ` (61) 
т@)= я2И 1? — 35, сов (‹ -- 120°). 
= - 


Случай 3,7 — 35, =0, 3,3 —278. нами исключен из рас- 
смотрения. В этом елучае, как мы знаем, 


51 


(а) —т (=== 


это решение также получитея из формул (61), когда по- 
ложим в них 5,2 — 35, —0. 
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$ 20. СИММЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ. ВТОРОЙ ЧАСТНЫЙ 
СЛУЧАЙ. 
Возвращаясь к задаче, которая была поставлена в на- 
чале 5 16, разберем второй частный случай, когда пря- 
мое исключение двух углов из системы уравнений 


А =: В 34 в 180°, Ё и А; 55 = №, (62) 


приводит вообще к окончательному уравнению, степень 
которого (втрое) выше числа различных геометрических 
решений задачи даже и в том случае, когда это урав- 
нение не содержит поеторонних решений. 

Второй случай. — Каждая из функций /, и [. вим- 
метрична относительно трех углов А, Б, (0. Этот случай 
будет постоянно встречаться, когда данные функции /, 
и №, не еодержа явно углов А, В, (О, симметричны отно- 
сительно трех сторон а, ©, с. В каждое из трех уравне- 
ний (62) углы входят симметрично, а потому угол А 
(или В, или 0) есть л/обой угол треугольника. Симметри- 
ческое задание ничем не отличает одного угла от двух 
других. Если и ееть чиело геометрически различных 
(попарно неподобных) треугольников, удовлетворяющих 
требованиям задачи, то 4 (или В, или (©) будет любой 
из Зи углов этих п треугольников. Каждый из углов А, 
В, С будет иметь Зи значений, и какая-либо его триго- 
нометрическая функция будет вообще определяться из 
уравнения степени Зи, если только задача приводит 
к алгебраическому уравнению, 
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Мы покажем, что в этом случае задача может быть 
приведена к решению уравнения степени %® и к трисекции 
некоторого угла, значение которого будет зависеть 
известным образом от корня этого уравнения. Для этой 
цели мы вводим три новые вспомогательные неизвестные 
51› $2, 83, ОПределяемые равенствами 


Ут@=а, У Е@ Фа та) Фа, (68) 


где т имеет то же значение, что в $ 18, а суммование У 
распространяется на три угла а, В, 1, определяемые 
равенетвами 

а—т-А, ВВ, | =т0, 


где и есть рациональное число, выбор которого указан 
ниже. г 

Если А,Б.О, ееть один из и треугольников, 'удовле- 
творяющих требованиям задачи, то уравнения (62) 
удовлетворятея, когда будем полагать углы А, В, ОС 
соответственно равными членам ‘любой перестановки трех 
величин 4.1, В,, О.. При этом углы А, ВБ, С (а, еледо- 
вательно, и углы а, В, ]) будут обмениватьея своими 
значениями, что не будет изменять величин 3:, $5., 8%, 
ибо $, $5,, 5; суть симметрические функции от а, В, ]. 
Таким образом, каждая из неизвеетных величин $+, $., '$., 
имея одно только значение для каждого из иекомых тре- 
угольников, будет иметь всего только” значений и будет 
вообще (в случае алгебраических зависимостей) опреде- 
лятьея из уравнения етепени и, между тем как определе- 
ние тригонометрической функции одного из углов А, В, С, 
как имеющей 3% значений, потребуют решения уравне- 
ния степени Зи. Еели вопомогательные неизвестные” $+, 
5), $3 найдены, то определение величин т(а), т(В), 1() 
по формулам (61) $ 19 потребует только деления на 
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три части угла 39, определяемого формулой (60 645) $ 19, 
т. е. решения уравнения (57). 

Определение вепомогательных неизвеетных $3; $5 53 
потребует прежде всего исключения углов А, В С из 
шести уравнений (62) и (63). Освободив для этого урав- 
нения /, —=1, и /, =, от радикалов, содержащих углы 
А, В, С, и обозначив через 9 наименьшее кратное всех 
чисел, на которые делится угол А (а веледетвие симме- 
трии —и углы Ви С) в преобразованных уравнениях, 


| 


Ё 
положим г. где А=1 или #=—29. Тогда можно бу- 


дет выразить все тригонометрические функции, входящие 
в состав наших уравнений (62), через тригонометрические 
функции углов тА—а, тВ= В, тС =. В чаетных 
случаях это возможно бывает сделать, давая & значение, 
большее, чем 2. Система уравнений (62) заменится, таким 
образом, системой уравнений 


Я ый 


при чем Г; и Е, будут содержать рационально различ. 
ные тригонометрические функции углов а, В, 7. Выразив 
каждую в одной определенной тригонометрической функ- 
ции т, где т означает либо синус, либо косинус, либо 
тангенс, и приведя вновь уравнения к рациональному 
виду '), заменим еистему уравнений (62) системой 


а---ЕТ= т. 180, $. 50, 9, —0, 


*) Так как каждая тригонометрическая функция угла выражается 
рационально через 5 и 60$ этого же угла, то Е; и Ё, могут быть 
представлены как рациональные функции‘от синусов и косинусов 


С : 
углов Я я и 9’ а так как эти синусы и косинусы выражаются 


С 
‚ —^ По формулам 


ационально в тантгенеах глов о 
р у 50’ 29 


20’ 
. А А, А \ АЕ: А\. А \ 
Е : (1+ #55}, т. =(1-—95) > [14815 
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в которой $, и 9, суть рациональные симметрические 
функции от т (4), т(3) и т({). Но из теории симметри- 
ческих функций известно, что всякая рациональная сим- 
метрическая функция от трех величин т(9), т (8), =) 
может быть выражена рационально в основных симметри- 
ческих функциях Ут(а), У[т(4)т(8)] и т(4)т(8)=(), 
а потому уравнения 9, =0, 9.—=0 преобразовываются 
при помощи равенетв (63) в уравнения 


ф. Е 0, Ф. Е 0, 


т 


при чем $. и ф,, не содержа углов А, В, О, будут 
рациональными функциями от $5., 8 и $5.. К этим. двум 
уравнениям, в зависимости от того, означает ли т тан- 
гене, синуе или косинус, приеоединяем одно из уравне- 
ний (45) (50) $ 18, замещая в нем $ на т.180, ибо 
при $==7.180 эти последние уравнения представляют ре- ° 
зультат исключения а, 8, / из уравнений а-- В -|- / =. 80°, 
Ут (а) =з1, У“ (а)т(В)]=8,, т(а)т($)()==3:. Таким об- 
разом получаем систему трех уравнений для определения 
Г 

Резюмируя все сказанное, устанавливаем следующее 
правило. 

Правило шестое. — Когда /, и [, суть еимметриче- 
ские функции от 4, В и С или когда даны две функции 


то ясно, что $1 и $ могут быть сделаны рациональными функ- 


циями от одних (5 а, 16 8, {6 1, если возьмем 


1 А В 
= а, =, 
р 20’ 20’ 8 29’ 1 29 
Заметим еще, что при указанных преобразованиях для избежа- 
ния иррациональностей весьма полезно прибегать, как увидим на 


примерах, к тождествам: 
. УЕ =[ (ар 2 (а) = (8); 
У (а) * = У[: (а) = (8) 1° — 2 (4) (8) (0 У =); 


У (та с03 8 603 -/) == п (9 1805) -{- Зта т В эту и т. п. 
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№, и №, нулевого измерения относительно линейных эле- 
ментов треугольника, при чем эти две функции симме- 
тричны относительно а, 6, © и не содержат явно 5 
(', то поетупаем следующим образом. 

Во-первых, преобразовываем уравнения /, =^,, /› = ®. 
к виду 2—0, 9—0, где $, и 9. суть рациональные 
функции от т (а), т(3), 1(]); при этом т означает тангенс, 

в 
20’ 
где 0 есть наименьшее кратное чисел, на которые делится 
угол А в выражениях [, и /,; —1 либо #—2, а в част- 
ных случаях бывает возможно и выгодно припиеать 
другое целое и положительное значение. 

Во-вторых, полагая › Ут(4)==5, Х[1(а)т(8)| =», 
т(а)т(8)*(/))=3., выражаем ч, и $. рационально через 
51› $5, 88) Что всегда возможно сделать, и к полученным 
таким образом двум уравнениям 


Ф 0 ф. =—0 (64) 


присоединяем сообразно се тем, означает ли т тангенс, 
синуе или косинус, одно из трех уравнений: 


5 в (т-180°) — з: — 65 (т.180°); (65) 

и — 95, -- 28; зш (т 180°) —2 -|- зт?(т. 1802]? = | 

—4 (1-8 -Н 8-8) (1 — 1 ети 53) 608? -180°); тв 

[$:?— 25, -|- 283 603 (т-180°) —2-|- с03?(т.180°)]? о (67) 
4 (1-3 8:) (1 — 8 + $, — 83) зш?(т-180°). 


Когда т=—1, а—=А, ВБ, \—= 0, то вместо уравне- 
ний (65), (66) и (67) берем соответетвенно уравнения: 


К (68) 
4 — 45123, -- 8515; | 4532 —0; (69) 
53 — 28, -- 28; —1==0, (70) 


или синус, или косинус; а —= т А, 3 —= тВ, у—тО, тэ 


(66) 
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Е По Е а от р 
сли же т=—, а -5 В та? го вместо 


2 
уравнения (64) берем уравнение 


Зена [0% 


а вместо уравнений (69) и (70) берем соответственно 
уравнения (70) и (69). 

В-третьих, определив $,, $,, 3, из уравнений (63 6%) 
и соответствующего из уравнений (65—71) и найдя 
угол 9, определяемый равенством Е 


2518 — 9813» + 2783 


р . 72 
ВУ —35, . 


608 39 = 


получаем для т(а), т(8), *(/) следующую систему зна- 
чений: 


55| +ь 


5+ 2 (51° — 335) 603 (© — 120°). 


й 


т(а) = 


5 1-2 (5 ?— 35.) 05$ 
МЗ 1 2 Г 
8) 5 


) 


52| -- < 


———- 


1 
А 2 ($, — 35.) с08(% —- 120°) 
ИЕ 3 ет 


$ 21. ПРИМЕРЬТ 


Ищутся углы А, В, О треугольника АВО по данным 
трем из пятнадцати функций 2, -- 1,5, В, ВР; 
ЕВ, ттт, В-РЬ-Ы, Е № Е 
и --Ть ТР @1 ее 6. а 61, 21, А, 7, 9а- 9ь ое. В, 
„|ь--’. @-а,-@а,. Мы решим здесь 6 из числа 
455 представляющихся здесь задач, 
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‚ 


т Даны: площадь /\, периметр 2р и ‘сумма высот 
ВНЕ», 


а 


Узш А =, Ут Авщ В) = 5» зщ Аз Взш О ==5,, 


имеем; 


А зш Азт Взш О а 
(2)? 251 А--зт В 310) 25.2’ 


Ч1—= 


№ № -%, _ зп Азт В-Ёзт Взт О зтОзт А _ 8 
и ае-е ^ зт 4 --зт В--зт О нь 


3 


Присоединяя к найденным двум уравнениям 
ры 2 ке а 2 
53 т. 24151 2 5 А 9253 27 2114251 


уравнение $,* — 43:23, -|- 85:8; 453? == 0, будем иметь урав- 
нение первой степени, определяющее ь ДЕ 

Найденные выражения для $, 3 2, 53 ДОЛЖНО вставить 
в равенство (72). Определив ф и вставив значения $» 
52› 53 И ф в равенства (73), найдем значения зт Д, вт В 
и т О. 

2. Даны: периметр ортоцентрического треугольника 
а, о, сумма высот №, Р-Р й, и радиус т впи- 
ванного круга. Определить А, В, (. 

РЕШЕНИЕ. — Полагая оцять 

Узш А =, Х(зш Азш В) = 5» зт А зт В С = ., 

_ имеем: 


Еь-я, _@р тор 
й 


абзш С 


(Узш 4) У (зш Авт В). 5.5 


т Азт Вт — $3 : 
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так. что 


$152 — 9153; 


Е ме а _ ас08 А -|--6с08 В-|-с 6080 _ 
Ей, о Быт С-- ст А ат В 


У(8ш 4 6034) Узт2А) 2% 
— Ут Аза В) 2У(3щ Аз В) 3.’ 


откуда 


Таким образом, 


(1-45 (55 
1 —= и , т 


Присоединяя к этим двум уравнениям уравнение (69) 
и исключив из него $; и $., будем иметь квадратное урав- 
нение для определения $, ит. д. 

3. Даны: радиус ”' вписанного круга, сумма 9, -[ 9 д. 
его расстояний от трех вершин треугольника и сумма 
1-Е --Ё раестояний центра описанного круга от трех 
еторон треутольника. Определить углы 4, ВБ, С тре- 
угольника. 

РЕШЕНИЕ. — Полагая 


ОА о: а ВВ 
ин 2: ЗН = Зи - ==, (ВИ — 81 = Ш 5 == 53 


Я Е и 
имеем: 
1 к 
- 

Ут — у (о = чт 
ны ны НИ ты а 
О 

Вт 5 Ш 5 ВП Бу 


1) См. рав. (32) $4, 
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таким обравом, 
$2 — 91535 
_-Ь-Ь _ а 4-6 се Все 0 


й 2 


__ (08 А-- с0з В- соз 0) же В 
РУ зш Азт Взш О" Но: о 03 —— 


5 
[52 


ож © 
У 608 А 1) РИС 


нь т 
ь АИ 8 о 


поэтому 
1 


ее т я : 
4(9. — 19) у 4(9. — 1) 
а 51 определяется из уравнения 


$12 —: 28, -|- 25; —1==0 


ит. д. 
4. Даны: Зр—=а-Ро-о г, и, Ри, и В. Определить 
А-В, С. 
РЕШЕНИЕ. — Полагая 


Далее, 


о. И аа а О 
4: = ЕЕ: (От 2) —8 608 > 608-608 5 Ь 


$ 

БИ 
ет а--ь--с 

1) См. рав. (26) $ 4. 


1 Шатуновеский. Методы решения тригонометрических задач. 
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Но, с другой стороны, переходя от тангенсов к сину- 
сам и косинусам, имеем: 


а ыА __ У Ш Роя воз) 


8 ее А 
со 5 бэ 5 


/ у у 
ся ТС т: НА 
ЗИ = -- 5 ге >) = яп 5 9 81 5. 

608 560856085. 


1 О 
тг 5 в.в = -з.. 


608—608 = 603-5- 
2 2 2 


Таким образом, имеем: 
а 8 
$ ==45. 5:==1; 83 =4, — а, 
и т. д: : 
5. Даны т, 7”, -Ёи, и #--№--№.. Определить 
углы А, Ви С. 
РЕшЕНИЕ. — Полагаем опять 


А РН 9 а В 
Уж =; 5 25 5 ие: Уве |-=ч-1 


Имеем: 
| и Е бе _ 
4 р т. 


7: 

О УВЕ — == 

В (25)? Уж Ув > 
2 


А ` 
И» 
и й, в й, №, ь--И, Ус» Азш В) 
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Имея в виду, что 


о . 1 

25 5 5 

= 668 А == а 
1 -- 6? > 1-Е 65? — 


и полагая для краткоети 


(+5 5 а 492 — >. (чз 8 


находим после надлежащих приведений к общему знаме- 
нателю: 


е. и Не 
Ул ь У [в (1-5) (1+ >) |= 


поэтому 
4 
У ВИ е (31—54). 


Подобным же образом найдем, что 


Ус А зт В) == т и а т 3692 — >}|— 
4 
8 


4 ев 
= (Уизиь +5 = == а-я 5). 
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Следовательно, 
ЕАИ : 
р 51 5158. 
Е 
- 8153 
Из этого равенства и полученного раньше равенства 
53 —= 9451 
Г) В 
определяем $, и $., а затем находим величины $0 о, 


шо по формулам (73). 


6. Определить углы 4, В, С треугольника по дан- 
ному радиусу х’ впиеанного круга, вумме уу, --х, 
радиусов трех вневписанных кругов и сумме 1-Е 1, 
расстояний пентра описанного круга от трех еторон тре- 
угольника. 

Решение. — Полагая 


У =», Уи из) === фо РЗ 85 85=5, 


найдем, как это уже было показано при решении преды- 
дущей задачи, что 
ЕЙ 
г 


Чт ыы 5 


Далее’ имеем: 
ВЫ, . _ 40 ВУ сз А — (У зт 4) (> с08 4) 


9— 4 2зт А зп Взш О 


Но 


(5 вт а) (У, 03 4 ) = 
Е У (зш А с08.4) + у (зш А сз В) = 
ей 


= Узшза-- У св 05 В) = 


= 231 2 т Взш С -- Уса А воз В); 
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поэтому 
У (зш А с08 В) 
текс 1 ие 
9 т 2 т А зтВзтС 


Выражая синусы и косивусы целых углов через тан- 
тенсы их половин и полагая, как в предыдущей задаче, 


х А В) С 
п ( +") |+") аз) ) 


находим после надлежащих подетановок и приведения 
к общему знаменателю: 


2 А. В С` 
| = Ге ет, | 02 мк 
) (шт 4 с03 В) = 5 ) ты 5 ( бо >) ( Е з] 


Средние два члена в последнем выражении взаимно 
уничтожаются; поэтому 


: Узи а 03 В = 


Но так как 


2 т А зш Взт О = 


то 
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или 
442—4:==3. 


Таким образом, оказывается, что величины 4; и 4» 
зависимы и не могут быть произвольно задаваемы. Задача 
не будет иметь решения, когда величины 4; И 49, заданы: 
так, что 44.-—4: не =3, ибо, как мы вывели, во всяком 
треугольнике выполняется соотношение 


4 (5 — 0 кг: Эт 


Помножая обе части этого равенетва на 7, приходим” 
к следующей любопытной теореме. 

Сумма расстояний центра описанное круз от сторон 
эпреуюльника, сумма радиуеов трет вневписинных крушв и 
радиус вписанною круз суть три величины такою свой- 
ства, что двумя из них третья определяется однозначно 
по формуле 


4. А о 
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$ 22. ОДНОРОДНЫЕ ФУНКЦИИ. 


Переходя к общей теории решения задач прямоли- 
нейной тригонометрии, нам придется остановиться по- 
дробно “на свойствах однородных функций, которые, как 
это уже обнаружено в предыдущих главах, играют оео- 
бенно важную роль в трактуемых нами вопросах. Чита- 
тель поэтому, быть может, не посетует, если ветретит 
здесь некоторые общеизвестные определения и предло- 
жения. р 


По Эйлеру функция Г(и., ч.,..., %,) называется одно- 
родной функцией т-го измерения или т-ой степени отно- 
сительно ариументов и. и,,..., и, если она. помножаетея 


ня Ё, когда каждый из этих аргументов помножзется 
на р т. е. если равенетво 


Рае, .-% ВИ" По 6 #,) (74) 


выполняется для всех значений 1%, 4.,...:, 4, © ДлЯ ко- 
торых обе его части имеют определенные числовые зна- 
чения !). Функция /. может содержать, кроме аргументов 
а любые другие величины. Это определение 
однородной функции, очевидно, еодержит в себе, как 
частный случай, обычное в элементарной алгебре опреде- 
ление однородного многочлена, приведенное нами в $ 6. 


!) Равенство (74) не может осуществляться при двух различных 
значениях 7 и произвольном $, если { не равно нулю тождественно, 
в чем убедиться легко, А } 
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Еели измерение т однородной функции [ равно мо, 
то она не изменяется от замены аргументов %,, и.,..., и, 
пропорциональными им величинами, при чем коэффи- 
циент пропорциональности $ ограничен только тем уело- 
вием, чтобы выражение и, #5,..., 4) имело опреде- 
ленное числовое значение. 

Обратно, если функция /, отличная от нуля, остается 
неизменяемой при замене аргументов любыми пропорцио- 
нальными им.величинами, то равенство (74) осуществится 
при т==0 и не осуществляется при т--0, а потому 
Г будет однородной функцией нулевого измерения ву 

Если Г и Ф суть однородные функции от ‘одних и 
тех же аргументов, имеющие соответственно измерения 
т и и, то по отношению к этим аргументам функции 


> 


7: тя ис 
В (75) 
ф 
будут однородными функциями соответетвенно измерений 
Е . ТЖ у 
т-- п, т— и, ий, ыы (при чем предполагается, конечно, 


что показатель # не зависит от аргументов и, будучи знаме- 
нателем дроби или показателем радикала, не равен нулю). 
Действительно, при умножении аргументов функций Г иф 
на { эти функции переходят соответственно в #"} и #х, 
а функции (75) преобразуютея воответственно в 


т- п т—п Г. та $ к ыз 
о, ИМИ, 


Следствие. Отношение двух однородных функций 
одного и того же измерения есть однородная функция 
нулевого измерения. 


1) Если тождественно '/(%4, №5,..., И) =0, то [Г можно рас- 
сматривать как однородную функцию любого измерения, ибо в этом 
случае /(и, Фи, ..., Нц,} = 0, и потому И, .,..., и) =. 


= Ии,, %,..., 8) при произвольном 17%. 
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Теорема вторая. — Для мою, чтобы функция 
о ЛВ и, ) 


была однородной функцией ст-ю измерения отновительно 
арзументов и, И, ..., и»... и, необходимо и достаточно, 
чтобы она была равна произведению т-ой степени однозо. ‘из 
ариументов — например, аруумента и,— на ту же функцию Г 
от отношений каждою из арументов к ариументу из. 


и и и и 
1 № в 

(и, Мань Мы, 6) ит, —1,..., №...) = |. (16) 
и м и, 


9, 


ДоклзаАТЕЛЬСТВО. По определению однородной 
функции измерения п, имеем: 


Ри НЗ... и) == АР, Иры: 4) (61) 


где {— произвольное число. Полагая в этом равенстве 


{= и помножая обе части полученного равенства на 
р? 
ь 


и", приходим к равенству (76). 

Допустим, , наоборот, что равенство (76) дано как 
тождество; тогда, заменяя в обеих частях аргументы 
и, и,..-, И...) №, бвоответетвенно аргументами #4, 
т #, получаем: 


ие р? и \ 
Иов, № 7 О ® г 
21? чая АТ 9. № р ) с рАрчьАк АРС) ) 
и’, %, и, 


откуда в силу равенства (96) вытекает равенство (77), 
чем теорема и доказана. 

Нетрудно усмотреть, ‘что, если $(%, и,,..., и’) есть 
однородная функция 71-го измерения от аргументов 
и Ш. ., И, а каждый из них есть ‘однородная функ- 
ция #-го измерения от аргументов %,, %.,..., 0;, то ф есть 
однородная функция от этих последних измерения и, ибо 
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при замене %,,5.,...,%, на №), №.,..., № функции 
и, и,,..., и, преобразуются в ти, 1и.,..., ти, где т—#, 
а при таком преобразовании ф переходит в НЫ ИЕ 

Докажем обратное предложение. 

Теорема третья. — Если %., и.,..., и, суть однородные 
функции одною и тою же измерения п -&0 относительно 
@ру ментов 1.,0,,..., 0, а Ф(и, и,,..., и) (будучи, оче- 
видно, функцией от тег же ариументов %т, По О, еетЬ 
однородная отновительно 51, и.,..., 0, функция измерения т, 


И 
то (1, 4,..., и) есть однородная функция измерения -- 
* у о ы 78 


относительно оруументов и., и,,...,и,. 

ДоклзадтЕльство. — При умножении аргументов 
21, 5,,...,; на произвольное число т функции и, %.,..., и, 
переходят соответственно в т", 5".,..., “и. и, еледова- 
тельно, функция 9(4., %.,... ‚и,) преобразуетея в "и, 
*и,.... 1"и,). Но по уеловию функция $, как однородная 
функция т-го измерения от аргументов $, 0,,...,%,, 
должна переходить в т" 9(и, и.,..., и, ), когда аргументы 
5, ?.,...,; множатея на т. Поэтому 


Фи, ть, 4 "и, ) =" (1, Из.) 
Зе 
Полагая здесь ==#"', имеем: 
т 


в Е 
(И, и.) Ш) Е (и, и, ..., и), 


что и требовалось доказать. 

В частности при *=—0 функция © необходимо ‘будет 
однородной и нулевого измерения относительно аргумен- 
тов и, и.,..., и, если эти аргументы суть однородные 
функции одного и того же измерения > 0 от аргументов 
$, 2.,..., 8, как. это было указано в частном случае 


(глава четвертая, $ 9, где и, =4, Ч =.) 1 
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$ 28. ЗАВИСИМОСТЬ ВЕЛИЧИН И отномЕний от выворА 

ЕЛИНИЦЫ МЕРЫ. , ‚ 

Пусть а будет чиело, выражающее длину отрезка а, 
когда за единицу меры длмны взят отрезок [, так что 


==}: @== 98. 


Еели за единицу меры длины примем другой отрезок А, 
то отрезку Р, которому ‘приписана была длина 1, при- 
детсея теперь приписать длину {, определяемую равен- 
ством 


Из равенств а— 21, {==Й следует равенство: 
@а==(#4)*. 


Это означает, что отрезку а придется приписать длину И 
Мы будем говорить, что длина отрезка умножается на Ь 
когда единица меры делится на (. Какова бы ни была 
новая единица меры 1, она может быть получена деле- 
нием старой единицы 1 на надлежаще выбранное число $, 


1 
определяемое вышеуказанным равенством =. Таким 
А. 


образом, переход к новой единице меры равносилен умно- 
жению всех длин на некоторое число #. 

ЗАМЕЧАНИЕ Г. — Еели [(и. н.,...,1,) есть однород- 
ная функция т-го измерения от длин отрезков (для 
краткости будем говорить: функция отрезков}, то ‘при 
переходе к новой единице меры функция {(и1, и... %,) 
перейдет в #"/ (м, и»... и), ибо отрезки \;, №;,.--, №, 
переходят соответственно в #;, #,...-, №, 

Следствие. — Для того, чтобы величина ‘функции 
отрезков /(и:, н,,..., и} не зависела от выбора единицы 
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длины, необходимо и достаточно, чтобы она была одно- 
родной функцией нулевою измерения, т. е. необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось равенство 


Ри, М. 8) = (ин, Мь,.-., и). 


ПримеР.— Если угол А треугольника АВО выра- 
жается в функции его сторон равенством 


(а, 6), 


то [ есть однородная функция нулевого измерения, ибо 
величина угла треугольника не зависит от той единицы 
меры, которою измеряются стороны. В самом деле, для 
треугольника 4, БС, подобного треугольнику АВС, будем 
иметь 4; = Га, 4, ©), где # есть отношение подобия 
треугольников. Но так как 4, —А, то [(, №, ®) = 
—/(а, 6, 6), что и требовалось доказать. 

и 1. — Вели (их. _, и» 01, -:-,0;:) веть 
однородная функция т-го измерения относительно аргу- 
ментов и;, и,,..., и, то она останется однородной функ- 
цией того же измерения, когда величины %,,%0,,..., 0, 
будут замещены какими-либо однородными функциями 
нулевого измерения от аргументов и, и,,..., и, ибо 
при умножении этих аргументов на #& весе функции © 
оетаются без изменения, а /(и.,..., и, 01,...,0,) преобра- 
зуется в выражение /(@и,..., #,0:,...,%;), которое, по 
уеловию, равно #{(и.,..., И и: 0:6, 

Теорема четвертая. — Если равенство 

о и, ) 
выражает некоторую длину 1 как функцию длин из, иь,..., и, 
и если оно. не зависит от выбора единицы длины, то {есть 
однородная функция первою измерения от 41, М5, ..-., И, ибо 
при переходе к новой единице меры это равенство. пе- 
‘реходит в равенетво ` 
Й = (и, в...) Ш), 


9-7. 
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пики ини нь ниве ежи нии ин 


так что при любом # 
на и) = (ив, и, .--> 8). 


В $3 мы выразили ряд линейных элементов в функ- 
ции других линейных элементов, при чем полученные там 
равенства были независимы от выбора единицы длины; 
вследствие этого все указанные там функции оказались 
однородными функциями первого измерения. 

Пусть Г@, и.,..., и) есть однородная функция 
т-го измерения от линейных элементов. Если в ней за- 
местить аргументы %.,..., И, соответственно равными 
им однородными функциями первого измерения от новых 
аргументов 10;,..., ®» то [ останетея однородною функ- 
цией того же т-го измерения от этих новых аргументов. 
Отеюда вытекает: 

Однородная функция т-ю измерения от линейных эле- 
ментов треуюльника преобразуется в однородную функиило 
1100 же т-ю измерения относительно сторон треуюольника, 
хозда кажюдый линейцый элемент заместим ею выражением 
8 функции сторон и умов треуольника, не зависящим от 
выбора единицы длин. 

Положим, что между линейными элементами %.,..., №, 
существует алгебраическая зависимость, выражаемая ра- 


венством 
Ги, ..., №) =0. 


Можно принять без нарушения общности, что [ есть 
целая функция этих аргументов, и в таком случае функ- 
ция [Г может быть тождественно представлена в виде 


ое и) = 
Е и ЛЕ м)... Ри, ---› м,), 


где Г, Гиз... Ро СУТЬ однородные функции соответ- 
ственно измерений т, ж— 1,..., 0. Если же соотноше- 
ние /—0 не зависит от выбора единицы длины, то на- 


110 : : : ГЛАВА ДЕВЯТАЯ ‚ . : Е 
—_—_—»ы—»——————ы—ы—ы———_—>__ 
ряду е равенством а н,) —=0 имеет место равен- 
ство /(и.,..., Ш) = 0, т. е. равенство 


О И и Ян му: 


яя -- Ро@н, Мо ь-о и} = 


выполняется при произвольном $. Это, как известно. 
возможно тогда и только тогда, когда коэффициенты 
при различных степенях # порознь равны нулю. Отеюда. 
вытекает следующая теорема. 

Теорема нятая.— Всякое соотношение между линейными 
элементами треуюольника, не зависящее от выбора единицы 
длины и выражаемое амебраическим равенством, распа-: 
дается на ряд однородных соотношений, т. е. соотноше-. 
ний вида 

На и.) ==0, 


чде Г, есть однородная функция от ариументов. 

Поэтому, задавая или ища такие алгебраические со- 
отношения между линейными элементами треугольника, 
которые не зависели бы от единицы длины, мы будем 
рассматривать только однородные соотношения. 
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& 24. УГЛОВЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ ТРЕУГОЛЬНИКА. 


Пуеть РО, и,...., и.) будет функция от каких-либо 
элементов треугольника АВС. В предположении произ- 
вольной единицы длины выразим каждый из этих эле- 
ментов либо в функции одних только сторон треугольника, 
либо в функции его еторон и углов, как это было еде- 
лано для некоторых элементов в $ 3. При. этом 
функция [(, и.,..., №) преобразуется. в функцию 
ф (а, 6, с, А, В, (), и мы будем иметь равенетво 


Румели) Фь6, АВ, ©). 


Если теперь заменим в функции $ етороны а, 6, с 
соответственно винусами противоположных углов, то по- 
лучим выражение 


 (зт А, за В, ви С, 4, В, О), (78) 


которое, вообще 050% уже не равно Ты, +) и). 

Мы будем называть 714060й величиной или узловым зна- 
ченизм функции [(и,и.,..., и) от элементов треуголь- 
ника выражение (18), которое получается из этой функции 
двойным процеесом: Г) заменой каждого из элементов 
и, и.,..., № его выражением в сторонах или в сторонах 
и углах реусольникй и 2) повледующей заменой в по- 
лученном выражении каждой стороны треугольника сину- 
сом противоположного угла. Угловое значение функции й 

/. < ‘ до 
мы будем обозначать через {. Если первый процесс при- 
водит к равенетву вида | 
ль и... 4) == (а, 6, 6, А, в.) 
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Уд 


то 


Е и, ) = ф(зш А, зш В, зт О, А, В, С). 


Угловое значение { функции Ё зависит исключительно 
от умов треуюльника и, следовательно, не изменяетея 
при гереходе от треугольника АВО к подобному ему 
треугольнику А.В, С. 

Из самого способа получения углового значения функ- 
ции | (и, и.,..., и,) вытекает, что 


о (а: и, ). ‹ 


Теорема шестая.— Функцией ГР (из, и, -.., и.) элемен 
тов и, и» ..., и, треульника вполне (однозначно) опфе- 
деляется ее узловое значение. 


ДокдзаАтЕЛЬСТВО. — Допустим, что, выражая 
различным образом элементы и, и,...› и треугольника 
в его сторонах и углах, мы получили два результата: 


аи и) = (а, 6, с, А, В, С) 


и ` ; 
А — Га, 965, АХ 4 и) =ф(а, 6, С, ы В, 8 
Тогда 

7 = (зщ А, зи В, зт О, А, В, в 
и 


7 —=Ф(зш А, зв В, зп О А-В, 0). 
Требуется доказать, что 
Ф(зш А, зт В, зп С, А,Б,0) —Ф(эш 4, зш В, зш, С, А, В, С). 
Так как равенство 
Г — Ф(а, 6, в, А, В, О (а, 6,6, А, В,() 


относится к сторонам и углам любого треугольника АВС, 
то для любого треугольника А.В, С\, подобного треуголь- 
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нику АВС, принимая в соображение, что А. —=.А, ВВ 
С, =С, имеем: 
Фа, 8, в, А, В, 0)-=% (4, 661, А, В, 6) 
где а.,0:,с1 суть стороны треугольника А.В,С.. Тре- 
угольник А,Б,С., в котором 
а. = А, 6: —зт В, 6, = О, 
подобен треугольнику ‘АВС, так’ как соответетвенные 
стороны таких треугольников пропорциональны; поэтому 
ф(аш А, зт В, эт С, А, В, 9) = (4 В, Эт О. ВО, 
что и требовалось доказать. 
$ 25. УГЛОВЫЕ ЗНАЧЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ТРЕ- 
УГОЛЬНИБА. 


Сообразуясь с определением углового значения и 
с равенетвами (1)—(15) $ 3, найдем, что 


в=з А, (79) 
№, Ш Вт О, ` (80) 
— 30 Взш О :) 
В ЕЙ : | (81) 
ь р 
со ан В вии > ие: 
р, (82) 
чи— 5 


(т, т? В-Ези? С -- 2 Вт ОсозА, (83) 


ИЕ - со; А, (84) 
А — 608 В в03 С, (85) 
т, 64, (86) 


8 Шатуновский. Методы решения тригонометрических задач. 
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— 1 
@} == 81 4 608 А =) чт2А, (87) 
— р В [© 
р=2608 ы) 608 6085 (88) 
И Ве 
= 5 Азт Взт С, (89) 
— Ааа! г 
О 9 —> и 
Х—=2 81 5 $ 5 ки о (90) 
В ) 
7, = 281 6085-6085. (91) 
= =. № . 
ЕЕ Е (92) 
ее 72 т 
9. = т = вт (93) 
— В [в 
<, =2608 _ 608 =" (94) 


В последующем мы особенно часто будем пользоваться 
тем фактом, что угловое значение диаметра описанного 
круга равно единице. 

В некоторых случаях угловое значение функции равно 
самой функции. 

Теорема седьмая.— Для тою, чтобы функиия 


По той 


от линейных элементов \Ит, Ч, ...› и и от улов тре- 


уюльника была равна своему уловому значению 

РО ог 
необходимо ш достаточно, чтобы она была однородною функ- 
циею нулевою ‘измерения относительно лицейцых элементов 
треуюльника. 
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ДоказАТЕЛЬСТВО НЕОБХОДИМОСТИ. — Положим, 
что /==Г. Так как Г ееть функция от одних только 
углов А, В, С треугольника АВС, то Г, а потому и [ не 
будет изменятьея при переходе от треугольника АВС 
к подобному ему треугольнику 4,В,0.. Но при этом 
переходе /(и. %,..., и) преобразуется в Си, м, --.5 Ш), 
где { есть отношение подобия треугольников 4.810 и 
АВО. Таким образом, имеем: 


Ги, ш...., Ш) = ТЮ, и, .., и), 


где #— произвольный коэффициент пропорциональности. 
Это означает, что { есть однородная функция нулевого 
измерения отноеительно линейных элементов треуголь- 
ника. 

Доклзательс‹ство ДОСТАТОЧНОСТИ. — Допустим, 
наоборот, что Ё есть однородная функция нулевого изме- 


рения от линейных элементов и., %.,...,, треугольника 
АВС, т. е. что 
Ри, о, --:) 8) == РО, и, 5 №), 


где {— произвольный коэффициент пропорциональноети. 
Выразив элементы 4%, и.,..., №, в сторонах и углах тре- 
угольника АВС, найдем, что 


Ри» и»-.-, №) =Ф(а, 6,6, 4, В, С). 


Рассмотрим треугольник 4,Б,О., подобный треуголь- 
нику АВС, предполагая $ равным их отношению подо- 


бия. Линейным элементам 4, 45,..., \,, 4, 6, си углам 
А, В, С треугольника АВС соответствуют линейные эле- 
менты И, #%,..., №, №, Ю, № и углы 41-4, В. —Ви 


(0, ==0 треугольника 4,Б,С\, и для этого треугольника 


Ри, ш,..., 8) == 90а, №, &, А, В, С); 


3* 
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следовательно, 
Ф (ва, №5, %, А, В, 0) = 9 (а, 6, в, 4, В, С), 


т. е. 9(а, 6, с, 4, ВБ, С) ееть однородная функция нулевого 
измерения от сторон 4, $. с треугольника! 4ВО. Отсюда 
вытекает, что величина $(4, ь, с. А, В, () не\ изменитея 
от замены аргументов а, 6, ‹ пропорциональными им. ве- 
личинами эт А, а В, эт С: | 


ф(а, 6, с, А, В, С) =‹(ш А, за В, эт О, А, В, О). 


В этом равенетве левая часть есть не что иное, как ТИ 


а правая есть {. Таким образом, имеем: 


==, 
что и требовалось доказать, 
Основная теорема. — Однородная функция Г измерения 
т от линейных элементов треуюльника равна произведению 
ее умовозо значения на т-ую степень диаметра 0 круа» 
описаннозо около зтреузольника: 


ГР". (95) 

В самом деле, функция т как однородная функция 

нулевого измерения, равна своему угловому значению 
НР (равенство 92), откуда ==". 


Пусть 
+(А, В, С) =0 
будет соотношение между тремя углами, которое обра- 
тается в тождество при А-В 0=180°. Допустим, 
что найдена такая однородная функция Рену... От 
линейных элементов треугольника, что 


Рае и,) = 9СА, В, 0). 
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В таком случае между элементами и, %,..., и, суще- 
ствует соотношение 
Ри, чо, ..., %)=0. 
В самом деле, так как 
Кен, мьу оу) === 
и 


т! Тут 
" у Мо нены о) Е РИЬ Мен» и) 0", 
где Л) есть диаметр круга, опиеанного около треуголь- 
ника, а т есть измерение функции /, то 
нь и, ..:, И) ==0. 


Бели найдена неоднородная функция |(%.,..., 1), 


удовлетворяющая требованию. Г(и;, :. зи) ==9(А» В, С), 


и и, к. 
то функция [ и т ых г) будет однородной относи- 


тельно \-,...,И,, ) функцией нулевого ‘измерения, 


удовлетворяющей требованию 


рр р р. р в 


== Ау, и. - о) ищуи о. , м) == СА, В, 90° 


следовательно, между элементами треугольника будет су- 
ществовать соотношение 


р и и ч,` РЯ 
ее т 
Еели / (4, 4....., и) есть целая алгебраическая функ- 


ция степени т% относительно аргументов (+, %.,. 
то она может быть предетавлена в виде 


Р@н,-.-. и) == 
РЕ, (и, РЕЖ, ----- би, ---, 4), 


5-3. 
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где Ри, Ги1з---› Ко СУТЬ однородные функции, измерения 
которых соответетвенно равны 1, ®_— 1,..., 0. Функция 


ег 1 Е и | 
Еби, из...) и) я! Е рые ет № 


очевидно, обладает тем свойством, что она ееть однород- 
ная функция нулевого измерения от линейных элементов 


р; и, и,,...› №» три чем, в виду равенства )—1, на- 
ходим, что 
т и х м | УЗО | ро И к В й у 
Е(и-,---> ЕТ т | Ти РУ ВН = Е ФА, В, С)= 0, 
и, следовательно, 

Е, и... -, Ш) ==0. 


Умножив обе части этого равенетва на ])", находим, что 
между элементами О, и;,..., и, существует соотношение 


аи р а Е НЕ а -- еж т р, Г. Не "То ==0- (96) 


Итак, мы находим, что в этом случае между элементами 
1, Чо. --- И, М диаметром Ш описанною круз существует 
соотношение, которое найдется, козда приравняем нумо функ- 
цию, получаемую из функции Г умножением каждою члена 
функиии Г на такую. степень диаметра Г, чтобы все 
члены приобрели измерение, равное степени т функими Г. 

Этим предложением можно пользоваться для устано- 
вления замечательных зависимостей между элементами 
треугольника. 


$ 96. ПРИМЕРЫ. 
Т. — Тождество 
зт В зп О == В за © 
может быть написано в виде 


„=66, 
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а также в виде 

#`Э=бс 
(см. равенетва 79 и 80). Отсюда в еилу доказанной 
теоремы заключаем, что во всяком треугольнике 


ПЕ. 


а 


П. — Расстояние ортоцентра треуюльника от какой- 
нибудь вершины этою треуюльника в0в0е больше раветоя- 
ния центра описанною круш от противоположной стороны. 

В самом деле, равенство 180° —,А = В-- (' дает: 


— 608 А = во (В-- 0), 


что может быть запиеано в виде: 


т В зп О — 08.8 08 О ==608-4, 
или 
#,—[,=24,, 
откуда следует, что 
№, —1[.=24,. 

ПТ. — Площадь треуюльника равна половине произведения 
радиуса отисанною кра на периметр ортоцентрическою 
преуюльника. 

Имеем: 


— 1 ль 
а т А = = .4 зщ А зп.Взш О =4Л. 
Уч=з» : А 
Это равенство можно также написать в виде: 
28% а, =4/\; 


так как обе чаети этого равенетва вуть однородные 
функции второго измерения относительно линейных эле- 
ментов треугольника, то 


28%; =4/, 
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откуда 
1 у 
ИА РЕ 5 В а. з 


Г\/. — Сумма расстояний центра отисанною круш от 
сторон треуольника равна сумме радиусов круш описанною 
и круа вписанноло. 


Имеем: 

и 1 г офи ВИНО 
Ут (1 ЯВ оо ы == 
вый 1 О 

55. 2 3.8 о Во; 
поэтому 


у ИНН; 


следовательно, в виду однородности обеих частей равен- 


ства, находим: 
ы ЕРА-Еи. 


\У.— Сумма. радиувов трех. вневписанныя „круюв сла- 
зается из учетзеренною радиуса описанною крущ и радиуса 
вписанною крущ. 


Так как 
у сует 
Е = АЕ за 
г 2 9 2 


У асов сов бра Е В 
о 


и 


-У (4 веса Ве 
— 81 5 60525 60855; т 5 ЗП 55 5 
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то 
Бе а С 
т. 2-Е 29а шо п >. 
поэтому 


у 7 —4В- их. 


Следствие. — Исключая из двух равенетв = 


р = В р т, идвськ кий ы ©Ф, 
| 4 ——_ 

и, = АВ ССНАВНЕТ 

‚ один раз у, другой раз В, находим, что * | 1 й | ИА 
ЗВ= У", — М, ` “ ь 2 — 
С ^, Зем Г 
ух, = ТАеть м 


Таким образом, мы пришли к следующим двум предло- 
жениям. В треугольнике: 

1. Разность меэюду суммой радиусов вневписанных круов 
и суммой расстояний центра описанною круз от сторон 
треуюльника равна тройному радиусу описанною круза. 

2. Разность между учетверенной суммой расстояний 
центра описаннозо круз от сторон треуольника и суммой 
радиусов трех вневписанииях круюв равна тройному радиусу 
втисанною круза. (Ср. $ 21, пример 6.) 

УТ. — Биссектриса внутреннею ума трелольника есть 
среднее чармоническое расстояний вершины этою ула ‘от 
центра вписанною и центра соответетвующею этому уму 
вневписанною крузов. 


Действительно, 
ОЙ С 0 
1 608 —_— 605 > 6085. 9 5‘ Зт - 5 
Вет а 4911 ы т й 608 = 605 Е 
й о 2 2 
1 1 


а 5] О | В 
4т — т — 4608 — 60% 
2 = 2 
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Таким образом, 


что и требовалось доказать. 


ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ. 


$ 27. РЕШЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ. СЛУЧАЙ, КОГДА ДАНА 
ОДНА ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ ЭЛЕМЕНТАМИ. 

Допустим, что между некоторыми линейными элемен- 
тами и,..., и, и тригонометрическими функциями углов 
треугольника существует соотношение (и, и,,..., и,)==0. 
Линейные элементы суть однородные функции 1-го изме- 
рения, а потому { есть функция от однородных функций 
одного и того же (первого) измерения. Но линейные эле- 
менты, входящие в состав [, могут, соединяясь, обра- 
зовывать однородные функции различных измерений, 
входящие в состав /. Для общности будем предполагать, 
что и, и,,....и суть однородные функции соответ- 
ственно измерений т, т.,..., т, от линейных элемен- 
тов, и тогда, в силу основной. теоремы, будет иметь 
место следующее предложение, 

Наряду с соотношением 


Ри, и. :., и) ==0 (97) 


всегда существует соотношение 
О а. и”) —0, (98) 


где и, Ка и, суть функции одних только углов. 

В частности, когда равенство (97) веть алгебраическое 
равенство, то без нарушения общности можно считать, 
что [ есть 4елая алгебраическая функция, и равенство (97) 
предетавится в виде: 


Ее | И 4" | Гы ==0, (99) 


} 
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где Г, (#=0, 1,..., т) ееть однородная целая функция 
измерения # от линейных элементов треугольника. Наряду 
се равенетвом (99) будет, следовательно, существовать 
равенство 


Гы", В" ЕО. (100) 


Рассмотрим следующие случаи: 

1. Для всяких трех ‘углов, удовлетворяющих воотно- 
шению 4-- В-|- О ==180°, каждый коэффициент {, обра- 
щается в нуль. Тогда, как мы видели в $ 25, будут 
нулями и все },. Соотношению {1 =0 будут удовлетворять 
элементы любого треугольника. 

2. Вве коэффициенты в равенстве (100) обратятся 
в нули, если выберем углы 4, В, С такими, что будут 
удовлетворены равенства А--В--О=180° и 7,0, 
где /, есть один из коэффициентов равенства. (100). 
В этом случае соотношению /=0 будут удовлетворять 
элементы любого треугольника, углы которого удовлетво- 
ряют соотношениям; А-|-В-- О ==180°; {,=—0. 

3. Может случиться, что ‚равенство (100). обратитея 
в тождество, когда углы А, Б, С удовлетворяют: трем тре- 
бованиям: А--В--(==180°, „ру, =, где ри Г, 
суть два коэффициента в равенстве. (100). В этом слу- 
чае соотношению / = 0 будут удовлетворять вее треуголь- 
ники, углы которых удовлетворяют КАЗНЕН трем тре- 
бованиям. 

4. Если, по крайней мере, два —пооффициеонта в равен- 
стве (100) не обращаются в нуль; то’ функция / не будет 
однородной, ‘так ‘как в) ее’ состав ‘будут входить члены 
различных измерений. Соотношение '/ == 0; не может иметь 
места при произвольном выборе ‘единицы длины (см. тео- 
рему пятую), и потому можно поставить ‘на’ разре- 
шение два вопроса: 
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Т. Углы А, В, О даны. Как выбрать единицу длины, 

чтобы для элементов треугольника оправдывалось соот- 
ношение / = 03 

Пусть 0 == будет одно ‘из решений ‘уравнения (100) 

относительно И. где о есть функция одних только углов. 


1 г д 
Тогда НЫ т. е. единицей длины должен быть 


отрезок г р. } 


Пример. — Пусть О будет центр круга, опиеанного 
около данного треугольника БС. Определить единицу 
меры длины, еели площадь треугольника „ВОС выражается 
тем же числом, что и половина радиуеа В. 

РЕшЕНИе. — Взяв двойную площадь ВОС, имеем. по 
условию: 


| ИМЕ ы И 
Уравнение (100) обращается в 


Ее №: 
Е 
<, ы 


р я 
а так как а=и 4; [1=57608-4, то 


зт 4 603 4. Э=—1. 
Но зш А 603 А=а,:; следовательно, 


ар Е! 
откуда / 
@, = 1, 


т. е. единицей меры должна служить сторона @, орто- 
центрического треугольника. 

Подобным же образом покажем, что площадь тре- 
угольника и его полупериметр будут выражаться одним 
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и тем же чиелом тогда и только тогда, когда за еди- 
ницу длины принят радиуе вписанного круга, что, впро- 
чем, прямо вытекает из равенства /\ =7р/. 

П. Даны углы А, Б, (треугольника, а также и е0- 
отношение / =0. Единица длины указана. Найти вели- 
чину элемента 9, который есть данная функция от линей- 
ных элементов треугольника. 

Это есть наиболее общая задача первой группы ($ 8). 
Мы еначала предположим, что о ‘есть однородная функ- 
ция 17-го измерения от линейных элементов треугольника. 
Пуеть 

р=ф 
будет одно из решений уравнения (100), где Ф ееть 
х и 


функция одних только углов А, Б, (. Так как дробь Он 


есть однородная функция нулевого измерения, то 


И 
Е Жо то Ф 
ф УЕ УР) 
(ибо р= 1); поэтому 
Ф Ей Ф фи 


Если © есть функция неоднородная, то она есть 
функция от однородных функций 91, 9.,..., и тогда для 
определения © определяем однородные функции $, $.,... 

Еели | не есть алгебраическая функция, то решение 
задачи зависит от решения трансцендентного уравне- 
ния (98). 

Рассмотрим для примера ‘решение задачи первой 
группы в том виде, как эта задача была поставлена. в на- 
чале $ 8. Даются два угла А и В треугольника АБС, 
а также значение № однородной функции $ измерения т 
его линейных элементов. Требуется найти величину % 
однородной функции и-го измерения от каких-либо ли- 
нейных элементов треугольника. 
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Уравнение (99) представитея теперь в виде о—й==0; 
уравнение (100) — в виде: 
Ф Те Ре. ЙЕ = 0, 
а так как 


ф—Ф р" 
т т <) 


то, исключив , найдем, что 


$ 28. ДВЕ ИЛИ ТР И ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ ЭЛЕМЕНТАМИ 
ТРЕУГОЛЬНИКА. 


Положим, что между элементами треугольника указаны 
две зависимости, выражаемые равенствами 


Рим, ) =0, (101) 
Фит, и...) =0, (102) 
где и:, и,,... суть однородные функции соответетвенно 
измерений т, т.,... ©Т линейных элементов треуголь- 


ника. Из равенетв (101) и (102) вытекают равенства: 
Га”, и"... ..)=0, (103) 
(и. О", и, О",...)==0. (104) 


Мы не станем рассматривать случая, когда одно из них 
есть следствие другого или когда. одно или оба выпол- 
няютея тождественно при произвольных А, В, С или 
при значениях А, В, О, удовлетворяющих соотношению 


АВА =180°. (105) 


Остановимся на случае, когда один из углов тре- 
угольника, например, угол А, дан. В этом случае уравне- 
ния (103), (104), (105) образуют систему трех уравнений, 
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из которых можно определить три неизвестных В, Си И: 
Мы имеем, таким образом, возможность решить треуголь- 
ник по одному углу А и двум соотношениям между его 
элементами. Это есть решение ‘наиболее общей задачи 
второй группы. 

В елучае, когда даны три зависимости: 


Ри, == 
п и), 
Фи, и...) ==0, 
мы наряду с ними будем НН три равенетва: 
ы Г", мо". у, 
о (и. О", ме 020, 
фе 0, 
Присоединяя равенетво 
4 ВЕ 0180, 


мы имеем систему четырех уравнений с четырьмя неиз- 
вестными А, В, О, ПО. Так решаетея наиболее общая 
задача третьей группы по ‘данным трем соотношениям 
между элементами треугольника. 


Аа 


